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Ce terme représente la convection de la  quantitéCA (k) 
par le champ 

(k) des vitesses u i  . 

Nous pouvons remarquer que le résultat (VIII.1.1.3) reste 

inchangé si A (k) 
est une grandeur scalaire, vectorielle ou tensorielle. 

Supposons que A
(k) 

est scalaire et qu'elle représente la 

masse contenue dans le volume n  .  Dans ce cas, nous avons : 
cA(k) = (k) p  

et s'il n'y a pas de sources volumiques ou surfaciques 

	

nous mettons : a 	 (k)(k) 
= 0, 	- O. L'expression (VII.1.1.3) devient e 

donc : 

9p  
(k) 

D (p (k) • u
(IO

)1 dO 0 	(VII .1.1.4) 

	

Dt 	âx. 

L'équation (VII.1.1.4) exprime la conservation de la masse d'un fluide 

quelconque. En appliquant la formule de GREEN, nous avons : 

(k) 
Dp 	 (k) 	(k) 

O 	(vii.1.1.5) 
Dt 

où ni  sont les composantes du vecteur unitaire n perpendiculaire à la 

frontière r  •  Pour un fluide incompressible (hypothèse a) l'équation 

(VII.1.1.5 devient : 

fr 
	(k) 	dl' = 0 	 (VII.1.1.6) 

qui exprime la conservation du flux total de la masse à travers la 

frontière r . 



Etant donné que l'expression (VII.1.1.4) est valable 

dans tout volume R quelconque, il s'ensuit l'équation de continuité 

valable à tout point situé à l'intérieur du domaine
k (t ) , sous la 

forme : 

(k) 
.p 	D 	(k) 	(k) (p.u.)= 0 
at 	axj  

(VII.1.1.7) 

et lorsque le fluide k est incompressible, nous pouvons écrire simple-

ment : 

(k) 
Du. 
	 =0 
Dx. 

(VII.1.1.8) 

Examinons maintenant l'équation de la dynamique, exprimant 

l'équilibre des forces d'après le principe de Newton -d'Alembert. Cette 

équation traduit la conservation des quantités de mouvement  dans le 

volume Q, suivant la formulation VII.1.1.3. Cette fois-ci, les gran- 

	

deurs dR e 	
et cY■ 

e 	
sont vectorielles de la forme : 

	

cA(k)  =p (k)  . u (k) 	, a
(k)  = T (k) 	j(k) 	(k) 

	

i 	'  e = fi  

et elles expriment successivement la densité volumique des quantités du 

mouvement, la densité surfacique et la distribution volumique des for-

ces extérieures. 

En appliquant la formule (VII.1.1.3) nous aurons donc : 

(k) (k) 
D(p 	u1 ) 	D 
 	— (r) 	u. 	u. ) 	S-2 	i 

	

1 	f 	( 	 -F. 	dp (k) (k) (k) 	(k) 	d 	T H  dr + 1 

(VII.1 .1 .9 ) 



3u (k)  (k) 
(k) 

 
e (k) . 1 ( 	i 	j  ) 
ii 

2 	ax 	Dx. 
où : 

j 

(VII.1.1.12) 

LescontraintesT
(k) 	
.représentent les forces surfaciques 

exercées sur un élément de la frontière F , dont l'orientation est 

définie par le vecteur unitaire normal ni  i la fonction vectorielle 

t, n1 ) est entièrement définie par le tenseur des contrain- 

tes E
(k) 	 (k) 

, dont les composantes a j  ne dépendent que des variables i 
eulériennes. En tout point du domaine 0k(t)  nous avons : 

T i 

 

(k) (k) 	 (k)  t, n1 ) 	a. 	(x1 , t) n (VI I. 1.1 .1 0) 

Lorsque le fluide k est visqueux et newtonien (hypothèse 

a), en décomposant le tenseur des contraintes en une partie sphéri-

que et une partie déviatrice, nous pouvons faire intervenir les com-

posantes du tenseur des déformations (k) sous la forme : 

(k) 	(k) 	 (k) 	(k) a 	-- pi 	6 	4  2 p 	. e. 	(VII.1.1.11) ij 	 ij 	 ij 

(k) désigne la pression dans le domaine Dk(t),ij la matrice diagonale 

unité et p (k) la viscosité dynamique du fluide k. 

En utilisant l'expression (VII.1.1.10) et la formule de 

GREEN, nous pouvons écrire la loi de conservation des quantités de 

mouvement (VII.1.1.9) sous la forme : 

(p (k)..(k) )  , u (k) n. dr  . 	a(k) ni 	 (k) ui  
J 	

cil'fi  dO 

(VII. 1.1.13) 

Nous pouvons introduire dans(VII.1.1.13)le tenseur des 

déformations à l'aide de (VII.1.1.11)et (VII.1.1.12) en écrivant : 

(k) 	(k) 
â(p 	.u. 	) L 	 



a 2 
où le symbole V2 = E 

J axY 
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a(k) 
n dr 

Du (k). Du  (k) 

p (k) 
n dr + 	p

(k) 	
+ 	 

Dx 	3x. ) n
i  dr 

1 

(VII.1.1.14) 

Nous utiliserons la formulation intégrale (VII.1.1.13) 

sous forme discrète,dans l'algorithme de la méthode numérique, que 

nous exposerons par la suite. 

Mais, pour le moment, examinons l'équation aux dérivées 

partielles locales. 

En utilisant l'expression (VII.1.1.10) et la for-

mule de GREEN, nous pouvons écrire la loi de conservation 

(VII.1.1.9) sous la forme : 

(k) 	(k) a(ip 	I.L. 	) 	D 
1 , (k) 	(k) 	(k), { 	 + —(p 	U. 	u 	1 

at 	ax. 	1 	j 
J 

Dx. 

(k) - f
i 
(k) 
 1 d0 aij  =0 

(VII.1.1.15) 

Etant donné que le volume S2 est arbitraire et en tenant 

compte des expressions (VII.1.1.11) et (VII.1.1.12) nous aurons : 

	

â u (k) 	
a 

(k) 	âp 	(k)  

	

i 	 (k) 	 (k) 	(k) 	 (k) 	2 	(k) 
P 	 (ui 	ui 	)i - f. 	 + p 	V u. 

	

Dt 	ax. 	 Dx. 	
1 

(VII.1.1.16) 

(i = 1, 2 j = 1, 2 	k = 1, 2) 

représente l'opérateur Laplacien. 

Les équations (VII.1.1.16) sont b ,=:-Inues comme équations 

de NAVILR-STOKES et elles expriment la conservation des quantités de 

mouvement dans le cylindre D k (t) x [0 t -r]  .  Toutefois, il est 

bien évident du point de vue physique, qu'au voiinage de l'interface 

S(t), la variation brusque des propriétés physiques du fluide k rend 



l'équation (VII.1.16) inapplicable. Nous allons donc examiner tout 

de suite l'expression des lois générales de conservation au voisina-

ge de la surface de discontinuité S(t). 

VII.1.2. Les conditions sur l'interface  

Examinons maintenant les lois de conservation dans un 

volume n borné par la frontière r et situé au voisinage de l'inter-

face S(t). L'interface divise le volume n en deux parties telles 
que n 	u n2  , r = r 1  U r2  et E = ni  el n 2  (figure 56). 

Da(t ) 

D 1(t) 
	

z-12.1 r1S-22  

Figure 56. 

Pour ne pas perdre de vue la généralité, nous allons sup -

poser que l'interface S(t), est le lieu géométrique des particules, 

quisedéplacentavecunevitesseW(x.,t) en général bien distincte 

des champs de vitesse u (k)
i i

(x , t). 

La conservation de la masse de l'ensemble des particules 

contenues dans le volume n 	n 	R2 nous conduit à l'expression : 

d 	I 	p (1) dn 	d 	I 	p (2) dn  

1 
dt 	 dt n2 

0 (VII.1.2.3) 



Appliquons maintenant le développement de la forme 

(VII.1.1.5). Nous avons : 

ap 	(1) d

Jz 
P
(1) dn = 	 dR 	p (1) .(u (1)

.n.)df + p (1) (wI nj ) dE 
J dt 	 Jr 

	

Dp 	(1) a (p (1) u (1) )1 dn 	p (1) (u (1)_wi)ni dr  

(VII.1.2.4) 

Oe la même manière et compte tenu de l'orientation du vecteur 

-ri sur l'interface I, nous avons : 

	

(2): 	 ( 2) 	(2) 
 dÇl 	P 	(u. 	-w.) n. dE p (2) dP = 	{ P 	+ 	a 	(Ip (2) tj(2))1 	

J 	J 
dt 	 at 	ax. L2 

(VII.1.2.5) 

En remplaçant les expressions (VII.1.2.4) et (VII.1.2.5) dans la for-

mule (VII.1.2.3) et en tenant compte du fait que d'après (VII.1.1.7) 

les deux premières intégrales de volume sont nulles, nous avons : 

L (2) 	(2) 	 (1) 	(1) 
UJ. 	— IN ) — p 	(u. 	- w.)1 dE = 0 	(VII .1.2.6) 

Etant donné que E représente une portion arbitraire de 

l'interface S(t), la relation intégrale (VII.1.2.6) nous conduit à 

la condition de raccordement locale : 

rp (u. - w.) n) - 0 (VII.1.2.7) 
J J J 
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où (f(.) désigne la différence f
(2)

(.) - f
(1)

(.) entre les valeurs 

de la fonction f(.) calculées des deux côtés de l'interface. 

Du point de vue physique, la condition (VII.1.2.7) ex-

prime la continuité des débits massiques calculés des deux côtés de 

l'interface selon la direction normale -ri. Toutefois, la surface sépa-

rant deux fluides non miscibles en mouvement est une surface de con-

tact, qui constitue une barrière infranchissable pour les molécules 

situées des deux côtés. Par conséquent, aucun débit ne traverse S 

de part et d'autre et la condition (VII.1.2.7) devient : 

(1)_ 	(2) 	_ u j 	nj  - uj 	nj  - wj  nj  (VII.1.2.8) 

La condition (VII.1.2.8) traduit la continuité des vites-

ses normales à travers l'interface, qui se réduit ainsi à une surfa-

ce de glissement. Il est intéressant de retrouver ce résultat en con-

sidérant l'interface comme lieu géométrique d'un ensemble de particu-

les fluides, selon l'équation F(x, t) 	D, x = fx
1' 

x
2
1 (figure 57). 

-I0 --e 
U W 

Figure 57. 



En effet, en suivant le mouvement des particules inter- 

dx 
faciales qui se déplacent avec une vitesse W i  = 	la variation 

dt 

de la fonction F(x, t) 	0 dans le temps ou sa dérivée particulaire 

doit être nulle. Nous avons donc : 

dF 	DF = 	w.  
dt 	at 

aF - 	w. n. igrâd Fl = 0 
J J x 	at j  

Si nous faisons le même raisonnement pour les particules 

des fluides 1 et 2 qui suivent constamment le mouvement de l'interfa-

ce, sans se mélanger, nous aurons : 

dF = DF 	(k) 	aF 	8F 	(k) 
uj 	

1 	1 
- — + u 	nj  Igrad FI = 0 (VII.1.2.10) 

xj  dt 	at 	a 	Dt 
j 

 

k = 1,.2 

En comparant les relations (VII.1.2.9) et (VII.1.2.10) 

nous retrouvons l'égalité des débits normaux, sous la forme : 

(1) 	_ 	(2) uj 	n 	 _ j  - uj 	nj  - 	nj  (VII.1.2.11) 

La condition (VII.1.2.11) traduit le fait que l'interfa-

ce est une surface de contact ; comme le montre la figure 57, l'inter-

face se réduit donc à une surface de glissement pour les particules 

fluides, selon la direction tangentielle. 

Pour les fluides visqueux, nous admettons d'une manière 

générale, que les vitesses relatives tangentielles des deux fluides 

par rapport à l'interface sont égales : ceci revient à remplacer les 

conditions de glissement par des conditions d'adhérence. Les raisons 

physiques et mathématiques de cette hypothèse sont les mêmes que lors- 



que nous admettons pour un fluide visqueux la condition du non glis-

sement sur une paroi solide. 

L'égalité des vitesses tangentielles de chacun des deux 

fluides au voisinage de l'interface, combinée avec la condition 

(VII.1.2.11)1 nous amène à la continuité des vecteurs vitesse à la 

traversée du front. Nous avons donc : 

(1) 	(2) 
u 

 
= u. 	= w. 1 (VII.1.2.12) 

Examinons maintenant la conservation des quantités de  

mouvement  dansle volume n (figure 56 ), au voisinage de l'interface. 

Nous allons admettre l'hypothèse que la tension interfa-

ciale 'T. provoque des contraintes normales à l'interface et propor-

tionnelles à sa courbure. 

Si R
1 

et R
2 

sont les rayons principaux de courbure et 

1 	1 
H = .- la courbure moyenne de l'interface, nous aurons donc : 

2 R 1 	R2  

T i = -2 H T n. 	sur S(t) 	 (VII.1.2.13) s 1 

Les contraintes interfaciales (VII.1.2.13) seront bien 

entendu pour les volumes n 1 et Q
2 des forces surfaciques extérieures 

appliquées sur la frontière : E = Q n  P2  (figure 56 ). 

Appliquons maintenant le théorème général de conservation 

(VII.1.1.2) dans le domaine n = n 1 Li Q
2 en posant : 

= p u. , ae = T 	,C34 = fl  

Compte tenu de la convention sur l'orientation du vecteur 

T(M, n) (figure 56 ) et de la relation (VII.1.2.13) nous aurons : 

t. 
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d  f 	(1) (1) 	d 	 (1) 

	

Ti 	dr 
p 	u 	dQ + 	P

(2) 
ul

2) 62 = 

	

dt dt -Q
1 	 2 	 1 

)(- T (2)  dr -21iTsrldzi-r!"dn 	f
(2) 

dn 

r2 	 n2 1 

(VII. 1 .2. 14 ) 

On développe maintenant les dérivées particulaires des 

deux intégrales de volume qui apparaissent dans le premier membre 

de la relation (VII.1.2.14). En utilisant la vitesse W .  de l'inter-

face et la formule de GREEN, nous avons : 

	

df 	(1) (1) { 	(ID  (1)  u! 1) ) + 	 u 

	

D 	(1) 	(1) 	(1) 

at
)1 dn p 	u. 	dn 	 P 	 . 	u j 

dt 	 Dx 

	

1 	 1 

Tz 
P 	(u. 	- wi ) ni  dE (VII.1.2.15) 
(1) 	(1) 

(2) 	(2) 	 D 	(2) 	(2) 	(2) p 	u. 	dn = 	{ -1- 4. (2) M -1- 	(p 	u 	u. )1 dn 1 	 j 
Dt 	 Dx. 

	

Q2 	 3 

(2) 	(2) 

	

p 	 w.) n. dE 	(VII.1.2.16) 
3 

En remplaçant les expressions (VII.1.2.15) et (VII.1.2.16) 

dans l'équation (VII.1.2.14) et compte tenu de la loi de conservation 

et 

d 

dt 

lee 

be 

1- 



(VII.1.1.9 ), appliquée dans les volumes 	nous trouvons : 1' 2 

ED(ui  - wj )ni211 dE =jr 	dE _ Jr 2H T s  ni  dE 	(VII.1.2.17) E  

L'équation (VII.1.2.17) exprime la loi générale de conser-

vation des quantités de mouvement sur l'interface S(t). Nous rappe-

: 
ions que le symbole 	f(.)P 

. = f (2) (.) - f (1) 
l 	

(.) exprime le saut de 

la fonction f(.) à la traversée du front. 

Etant donné que la relation (VII.1.2.17) est valable pour 

tout E  e  S nous aurons lacondition de raccordement locale : 

[{P(u - w )n
J
) = 	- 2 H T n. s (VII.1.2.18) 

La condition (VII.1.2.18) est très générale. Elle est vala-

ble par exemple dans le cas où l'interface représente une onde de 

choc : dans ces conditions, les molécules fluides traversent effecti-

vement la surface S(t) et le premier terme de l'équation (VII.1.2.18) 

n'est pas nul. 

Dans le cas d'une surface de contact, la continuité des 

débit normaux, exprimée par l'équation (VII.1.2.7) nous permet de 

simplifier la condition (VII.1.2.18) sous la forme : 

(Ti)  = 2 H T n. s 1 (VII.1.2.19) 

La condition (VII.1.2.19) exprime le raccordement des con-

traintes exercées par les fluides 1 et 2 sur l'interface. 

Litilisonsmainterlantlescomposanteso..du tenseur des 

contraintes et l'hypothèse du fluide newtonien, afin de développer 

la condition (VII.1.2.19). En tenant compte des relations (VII.1.1.10) 
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et (VII.1.1.11-13) et du fait que ni  = 	ni , la relation (VII. 1 . 2 .19) 

devient : 

au  
1 - p n i 	

. 
+ (--- + --hl

4 
 -) n. 

J 

	

ax. 	ax
i 	•. J 

= 2 H T s  ni  (VII. 1.2 .20) 

Dans le cas spécial où le fluide poussant est non visqueux 

(un gaz par exemple) la condition (VII.1.2.20) devient : 

Du (2) 	au (2)  
(2) 	i  

	

(O (1) -p (2) )n + p 	( 	) nj  - 2 H Ts  ni  
aX 	aX. 

1 

et si on considère deux fluides parfaits, on trouve : 

(1) 	(2) p 	- p 
	= 2 H T 

VII.1.3. Le modèle mathématique complet 

Ayant donc étudié les lois générales de conservation des 

quantités de mouvement et de masse et après avoir examiné en détail 

les conditions de raccordement des vitesses et des contraintes sur 

l'interface en mouvement, nous allons maintenant formuler le problè-

me mathématique complet. 

Reprenons /a schématisation du problème selon la figure 58. 



D  2  (t) 

5 2 (t) S2s* (t) +S2 e 

S (t) 

(t) 	S (I.net) 

S I  ( ) S 	E,p-S   e 

s i s (q 

6 2  e 

4 2 52g  (t.) 

.oie)+D2(.0 
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Figure 58. 

(k) Les inconnues sont les fonctions u. 	et p (k) , définies 1 

dans les cylindres 
QkT = OK(t) x 
	< t < 	, (k = 1, 2) ; elles 

doivent vérifier les équations de Navier-Stokes (VII.1.1.16) et de 

la continuité (VII.1.1.8), qui ont la forme : 

(k) 	(k) 	(k) 

	

(k) aui 	
+ 

a(ui 	uj 	) 1 _ f (k) _ ap (k) 
, p (k) .v2 u (k) (k) (VII.1.3.1) P 	1 i  

	

at 	ax. 	 ax. 

	

J 	 1 

(k) au. 
J 	_ 	 (VII.1.3.2) 

ax. 

pour x = {x
1
, x

2
} E D • D “<. T 	,i= 1, 2 	j= 1, 2 

(k) Sur l'interface S(t) les vitesses u i 	sont continues 

(équation VII.1.2.12), tandis que les contraintes se raccordent 

selon(VII.1.2.20.)Nous avons donc : 
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u
(2)
i (x t) 
	

(VII.1.3.3) 

au
i 	Du 

P n + 	+ 	) n.) 	2 H Ts ni 
ax, 	8x. 

1 

(VII.1.3.4) 

xesal, oe,t4,T 

Sur les parois solides S ks (t) (figure 58 ), nous admet-

tons les conditions d'adhérence : 

(k) 
u 	(x, t) = 0 	 x E S

ks
(t) 

0 	T 

(VII.1.3.5) 

Sur les limites libres et fixes, on connait la distri-

bution des vitesses qui permet de définir un débit liquide à l'en-

trée et à la sortie. Nous avons donc : 

(k) 
ui 	(x,t) 	(x, t) 	 (VII.1.3.6) 

(1) 	 (2) uj 	ni  d S =uj 	nj  d S = Q(x, t) 	(VII.1.3.7) 

IL 	 2£ 
xeSkz  , (7‹. tE,T 

Soit F(x,t) l'équation qui décrit l'interface S(t). 

A l'instant t = 0, nous connaissons la forme de l'in-

terface initiale et la distribution des vitesses : 

S(0) = Fo (x) 

(k) 	 (k) 
u..(x, 0) 	uio 

(VII.1.3.8) 

x e Ok 	 (VII.1.3.9) 

Ceci étant, nous pouvons  par  la suite, déterminer la 

progression de l'interface, en utilisant la condition cinématique 



(VII.1.2.10), mise sous la forme : 

e(x,t) 	(k) DF(x,t)  
uj 	• 	 - 

at 	 ax 
(VII.1.3.10) 

Dans ces conditions, le problème mathématique consiste 
(k) 	(k) à déterminer les fonctions u 1 	p 	comme solutions du système 

) 

des équations aux dérivées partielles (VII.1.3.1) et (VII.1.3.2) 

et qui remplissent les relations de raccordement (VII.1.3.3) et 

(VII.1.3.4) sur l'interface en mouvement, les conditions aux li-

mites (VII.1.3.6) et (VII.1.3.7) et les conditions initiales 

(VII.1.3.8) et (VII.1.3.9). 

L'équation F(x,t) qui décrit l'interface peut être déter-

minée par la suite à partirde l'équation (VII.1.3.10). 

Nous allons maintenant mettre le modèle mathématique 

sous forme adimensionnelle : cette formulation se prête beaucoup 

plus aisément à l'analyse numérique et elle nous permettra de mettre 

en évidence les groupes adimensionnels qui caractérisent le pro-

blème. 

Enfin, dans le dernier paragraphe de ce chapitre, nous 

allons passer en revue critique les hypothèses, qui nous ont conduit 

à la formulation mathématique ci-dessus. 
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VII.2. MISE SOUS FORME ADIMENSIONNELLE DU MODELE MATHEMATIQUE 

Nous allons étudier les monômes adimensionnels, qui carac-

térisent le comportement dynamique du phénomène, d'une part à l'in-

térieur du domaine d'écoulement, et d'autre part au voisinage de 

l'interface. Il est évident que la géométrie particulière de la 

frontière du domaine fera intervenir, elle aussi, des groupes adi-

mensionnels supplémentaires, sous forme de rapports de dimensions 

caractéristiques. 

Les équations de NAVIER-STOKES et les conditions de rac-

cordement des contraintes visqueuses sur l'interface, vont nous 

fournir les renseignements sur le rapport des forces qui règlent 

le développement du phénomène. Reprenons les équations (VII.1.3.1) 

et (VII.1.3.4). Nous avons : 

(k) 
p(k) 	Dui 	 (k) 	(k) 

+ 	(u. 	u. 	) 	= f. 
D I (k) 	Dp (k ) 	

(k) 	2 +p .V 
Dx. 1 

six= {x1' x 2 }E.0k (t) 	, 	 k= 1, 2 

DuI 	Du 	N
- p ni + 	+ 	

.; n 

Dx 	Dx. 
' 

= 2 H T n. 	 (VII.2.2) s 1 
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1. 	 j at 	Dx. 

(k) u i 	(VII.2.1) 

sixES(t) 	, O 	t 	T 

Les équations (VII.2.1) et (VII.2.2) font intervenir les 

paramètres du problème. Ces paramètres sont : 

- les caractéristiques physiques des fluides 1 et 2 

(1) 	(2) 	(1) (2) 
P 	P  



- les forces extérieures  

f
(1) 	(2) 
i 	f (i = 1, 2) 

- les fonctions inconnues du problème : 

 

 

ui 
(1) 	(2) 	(1) 	(2) , u

i 
	'P p (i = 1, 2) 

- les variables 

  

 

x = 	x2 } 	, t 

 

En choisissant des grandeurs de référence L, T , U,  p*  , f*  

effectuons le changement de variables adimensionnelles : 

(k) (k) 

, 
(k) 

X' 

	 fi x 	t 	,(k) 
(VII.2.3) x' = — , t' = 	, u. 	= ui 

	 = p' (k) 	, f' (k)  = 
1 	 i 

L 	T 	 U 	 p*  	 f*  

En omettant les primes, l'équation (VII.2.1.) devient : 

	

(k) 	 (k) 	(k) rp (k) . , \ au i 	jp(k) .u2 	a(ui 	uj  ) 	* (k) 	fp*  
	  f fi  - — 

T 	I 	1 	L 	 âx. 

Dp (k) 	/-11 (k) .U1  V2 u (k) 

9 >c. 	L2 

(VII.2.4) 

Nous pouvons constater que dans les équations de Navier-

Stokes (VII.2.1), la pression intervient par sa dérivée : ceci est 

valable pour l'écoulement d'un fluide incompressible et du point 

de vue physique, il traduit le fait que l'écoulement est affecté uni-

quement par les différences de pression. Nous pouvons donc choisir la 

pression de référence p*  de manière arbitraire. 



Nous prenons : 

(1) 	2 
p* 	p 	•  U (VII.2.5) 

ce qui permet de définir la pression adimensionnelle p' (k) 
sous 

la forme : 

,,(k) 	c(k) 	p
(k) 

F., 	 • 	p 	(1) 	2 
p 	U 

(VII.2.6) 

où C (k) désigne le coefficient de pression. 

Nous pouvons aussi choisir le temps de référence T arbi-

trairement. Pour simplifier, nous prenons : 

( VII.2.7 ) 

Quant aux forces extérieures, elles traduisent habituelle-

ment l'effet de la pesanteur sur la forme : 

f
(k) = p (k)  . 	 (VII.2.8) 

On choisit : 

f* 	p (1) 
.  g 	 (VII .2.9) 

où g est l'accélération de la pesanteur. 

En tenant compte des définitions (VII.2.5), (VII.2.7), 

(VII.2.8) et (VII.2.9) nous pouvons écrire l'équation (VII.2.4) 

sous la forme : 

(k) 	(k) 	(k) 

	

au. 	D(ui 	u. 	) 	(1) 	f
(k) 

(1) 	(k) 	(1) 	11 (k) 

	

1 	 j 	P 	i 	P 	Dp 	P 	 1 + 	 -.- 
((s) ' 	(k) 	 (k)  . 	(1)  « 

	

at 	ax. 	P 	F 	P 	ax 	P 	Il 	R J 	 j 	 e1 

2 	(k) - V U (VII .2 .10 ) 



(1) (VII.2.13) 
(2) 

li 

où F est le nombre dd Fraude : 

(VII.2.11) 

et Rel 
le nombre de Reynolds, défini dans le fluide 1 : 

R 	UL 
el 

1 

(VII.2.12) 

En introduisant le contraste des masses volumiques K et 

le contraste des viscosités dynamiques M sous la forme : 

l'équation (VII.2.10) nous donne : 

- fluide 1  

(1) (1) 	(1) 	(k) 
au. 	a(u. 	u. 	) 	f. 

j 	 ap
(1) 	

1 	2 	(1) u. 	(V11.2.14) 1 

- fluide 2  

(2) 3(u 	u
(2) 

 u
(2)

) 	f
(K) 

. 
1 	M 2 (2) 

au 
1 	 1 	j  	i 	1 	ap 	(2) 

+ 	 - 	 . 	+ 	. 	V u
i at 	 ax. 	KF 	K 	ax

i 	
K 	R

el J 

(V11.2.15) 

Les équations adimensionnelles (VII.2.14) et (V11.2.15) 

seront utilisées au cours de l'analyse numérique du problème. 

Examinons maintenant sous forme adimensionnelle la condi-

tion de raccordementdes contraintes sur l'interface. 

En explicitant l'équation (VI1.2.2) nous avons : 

3t 	 axj 	 ax. 	R
el 



(2) 	au
(2) (1) 	(1) au  41 au,

j- 	

aul (2) 	i  
(
" .... p l ( (p 	- p 	 + 	J )n.=2HT  n 

(1) 	(2) )ni  + P 	( 
J 	 j 	s  I ax -

J 	
ax

i 	 ax 	axi   J 

(VII.2.15) 

Posons  H'  = H  . L  la cour 	moyenne adimensionnelle de 
1 	1 	1 l'interface, où H =  — 	+ 
2 R

1 	
R
2  

En effectuant le changement des variables réduites (VII.2.3), 

en omettant les primes et en tenant compte des définitions (VII.2.5) 

et (VII.2.13), nous pouvons mettre l'équation (VII.2.15) sous la 

forme adimensionnelle : 

(2) 	(2) (1) 	(1) 
(1) 	(2) 	1 	M Du. 	au 	 au 

j 	 auj 	 (p-p)n + — . 	
1 

( 	ln. - 

1 ( i 	ln .= 2H  
— n. 1 K 	R 	Bx 	X. 	R 	ax. 	ax. 	W 1 	el 	j 	1 

(VII.2.16) 

Dans le second membre de cette équation apparaît le nombre 

de Webers sous la forme : 

p
(1) 	 2 

LU 
 

W - 
T
s 

(VII.2.17) 

Nous pouvons maintenant examiner la signification physi-

que des nombres adimensionnels que nous avons mis en évidence. 



Monôme Interprétation Désignation 
_ 

il2 _ 
gL 

Rapport des forces d'inertie 

sur les forces de pesanteur 

Nombre de Froude : 

F 

(1) L U2 P 
 Rapport des forces d'inertie 

sur les forces capillaires 

Nombre de Weber :- 

W 
T s 

UL 
Rapport des forces d'inertie 

sur les forces de viscosité 

Nombre de Reynolds 

R e 

: 

(1) 
y 

UT — 
L' 	• 

Nombre fixant l'échelle du 

temps du phénomène Nombre T 

Nous constatons que dans tous les monômes ci-dessus, il 

y a intervention des forces d'inertie. Toutefois, lorsque les vi-

tesses de circulation sont faibles, comme en milieu poreux, c'est 

plutôt les forces de viscosité qui deviennent dominantes. Il serait 

donc ùtile pour les développements ultérieurs, de comparer l'action 

des différentes forces par rapport aux forces de viscosité. 

Par exemple, le rapport entre les forces de gravité sur 

les forces de viscosité, peut être estimé en divisant le nombre de 

Reynolds par le nombre de Froude, nous trouvons le nombre adimension-

nel : 

(1) 2 
B  _ p 	. g L 

 

.(1) p 	. U 

Le rapport entre les forces de viscosité sur les forces 

de tension interfaciale devient apparent si  on  divise le nombre 



de Weber par le nombre de Reynolds. Il en résulte le nombre 

de capillarité C sous la forme : 

(1) 
p 	• u  

T
s 

En conclusion, lorsque les forces de viscosité deviennent 

dominantes, nous pouvons faire appel aux nombres adimensionnels 

suivants : 

Monôme Interprétation Désignation 

(1) g L
2 

P 	. 
 Rapport des forces de pesanteur 

sur les forces de viscosité 

Nombre B 

(1) 
P 	U •  

(1) 
P 	. 	U 

 Rapport des forces de viscosité 

sur les forces de capillarité 

Nombre de capil-

lerité 	: C Ts 

UL Rapport des forces d'inertie 

sur les forces de viscosité 

Nombre de Reynolds: 

R 
e 

(1) 
V 

UT 

L 

Nombre fixant l'échelle de 

temps du phénomène 

Nombre T 

Si on réunit maintenant l'influence de tous les paramètres 

adimensionnels du phénomène, nous pouvons dire que le problème con -

siste à déterminer par voie numérique ou expérimentale les expres-

sions donnant les fonctions inconnues du problème : u 	/U et 
c(k)= p (k) /pU

2 
sous la forme : 

(k) 



(k) 
u 
	(k) ( 
	
p (2) 	(2) 	(1) 	2 	(1) 

1.1 	p 	gL 	p 	U 	UL 	UT 
géométrie) T p (1)  

• 	

(1)  

• 	

(1) 	

• 	

(1) ' 

	

U 	T
s 

v 

(k) 	(k) p
(2) 	

p
(2) 	

p
(1)

gL
2 	

p
(1)

U  
= 	

UL 	géométrie) C  

	

(1) 	(1) ' 	(1) 
v
(1) 

	

U 	Ts 

VII.3. CRITIQUE DE LA FORMULATION MATHEMATIQUE 

Le modèle mathématique que nous venons d'exposer, peut être 

critiqué sur un certain nombre de points, et en particulier en ce qui 

concerne : 

1.1 Le comportement rhéologique de l'interface en mouvement, 

2./ Les conditions de raccordement de l'interface sur les parois solides, 

3./ La stabilité du déplacement de l'interface. 

1./ Tout d'abord, l'hypothèse selon laquelle l'interface 

en mouvement se comporte comme une membrane idéale soumise à une 

tension uniforme est assez sommaire ; étant parfaitement justifiée 

pour décrire une interface en équilibre statique, elle est insuffisante 

pour représenter le comportement rhéologique d'une interface en accé-

lération ou décélération. 

C'est ainsi que BOUSSINESQ a introduit la notion de la 

viscosité de surface, afin d'étudier le mouvement de petites gout-

tes d'un fluide dans un autre, et en particulier pour expliquer 

l'écart entre la vitesse de chute mesurée et celle prévue par la 

théorie de RIBCYNSKI-HAOAMARD [52] . 



SCRIVEN (1960, [53]) a examiné le comportement dynamique 

d'une interface de fluides newtoniens en faisant intervenir la ten-

sion interfaciale T
s , la viscosité de dilatation de surface et la 

viscosité tangentielle de surface. 

Comme le montre le tableau ci-dessous, il existe une analo-

gie parfaite entre les déformations dans l'espace tridimensionnel 

et celles d'une surface. 

Ecoulement tridimensionnel Ecoulement surfacique 

pression 

dilatation cubique 

viscosité dynamique 

tension inter-Faciale 

viscosité de dilatation 
de surface 

viscosité tangentielle 
de surface 

Etant donné qu'une interface constitue un espace Riemaneien 

(de courbure non nulle), pour étudier le mouvement des particules 

fluides sur l'interface, nous devons travailler sur un système de 

coordonnées curvilignes et intrinsèques à la surface selon les 

règles du calcul tensoriel. Dans[51] nous donnons les détails du 

développement mathématique qui conduit à une modification de la 
(k) 

condition de raccordement des contraintes T i 	(voir équation 

(VII.1.2.19)) 	sous 	la forme 

(2) 	- 	T
( 1) 	

= 	2 	H T 	.n. 	+ 	a T i 	 s 

: 

axi . 
DT s 

contraintes dues à la 
dilatation et la défor-
mation tangentielle de 
la surface Du

a  
Du

6 

(VII.3.1) 
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où x
i 

= x
i
(u

1
, u

2
) est l'équation de l'interface, a , 8 , des indi-

ces muets pour désigner les coordonnées en surface, a ae 
le tenseur 

conjugué du tenseur métrique de l'interface. 

La variation de la tension interfaciale, qui apparaît 

dans le deuxième membre de l'équation (VII.3.1), peut être due à 

la variation éventuelle de la température, et surtout à la compres-

sion et la dilatation de la couche moléculaire au voisinage de 

l'interface suivant les accélérations ou décélérations du mouvement. 

La présence de contaminant agissant sur la tension inter-

faciale et créant des contraintes supplémentaires compliquerait da-

vantage la formulation du problème, comme le montre LEVICH [55] . 

2/. Les conditions de raccordement de l'interface sur les 

parois solides sont liées à l'épaisseur du film en fluide mouillant 

qui adhère sur les parois. Comme il a été constaté par plusieurs 

expérimentateurs, l'épaisseur de ce film augmente en fonction du nom- 

(2) 
.0  

bre adimensionnel 	où U est la vitesse moyenne de l'interface. 
T s 

(2) 
U  Pour les valeurs élevées du nombre 	. 	(vitesse d'in- T s  

jection élevée ou fluide en place très visqueux) l'épaisseur du film 

est importante et le fluide injecté progresse de manière annulaire. 

Par contre, supposons qu'une couche inter-Faciale d'épais- 

seur e
1 

"glisse" sur une paroi solide aux faibles nombres de capillarité 

(2) 
.0  (figure 59 ). Dans le fluide déplacé, il existe une zone T s  

au voisinage de la paroi d'épaisseur e
2 où les molécules sont im-

mobiles suivant l'hypothèse de Poiseuille , tandis que derrière le 

ménisque, il se forme un film d'épaisseur e < e l  + e2 , dont le 

comportement rhéologique n'est pas explicite. Comme l'épaisseur de 



174 

• 
	

«MW  MOI 

	 tà..J.J1  

I 	 1 	e 	1 
I 	 NC 	.„  4.LLIei21.1 
i flu id e   0 
1 	 U e \ \ 

, 
\ \ ® I  1 

I- • 	 \ 	‘_ _ J 

Figure 59. Raccordement du ménisque sur les parois pour faibles nombres 

p
(2)

.U/T
s 

ce film est de l'ordre de quelques microns [56] , les points A et 

A' sont pratiquement confondus et du point de vue mathématique, 

il en résulte une discontinuité des vitesses au voisinage de A, 

entraînant un gradient de vitesse énorme dans le film. Nous revien-

drons sur cette question très importante, au cours de la discussion 

des résultats du calcul numérique. 

3./ Pour conclure la critique du modèle mathématique, on 

doit discuter des conditions de stabilités de l'interface en mou-

vement. Ce problème a été largement étiidié par ARIBERT E5n à l'é-

chelle macroscopique des milieux poreux et en modèle Hele-Shaw. 

Lorsque les forces de gravité n'interviennent pas, la stabilité 

de l'interface dépend du rapport des viscosités des deux fluides. 
. 	(2) 

En général, si p 	/
(1)

p 	> 1 l'interface est instable mais à notre 

avis, il existe une relation entre la longueur d'onde de la pertur -

bation et la largeur du domaine de l'écoulement. Si la largeur du 

domaine est assez faible, comme dans les passages capillaires, les 
. 

	

ménisques se déplacent de manière stable, même si p (2)  / (1)p 	> 1. 

D'ailleurs, au cours de nos essais numériques ou expérimentaux, nous 

avons observé des déplacements stables. 



CHAPITRE VIII 

ETUDE NUMERIQUE  DU  PROBLEME 

•••■■■■■■■•■ 

VIII.1. LE PROBLEME DE NAVIER—STOKES ET TRAVAUX NUMERIQUES ANTERIEURS 

Le problème que nous avons formulé dans le chapitre précé-

dent, consiste essentiellement à raccorder deux solutions des 

équations de NAVIER-STOKES sur une interface en mouvement. En exa-

minant de plus près la structure du modèle mathématique, on peut 

'se rendre compte que l'interface mise à part, plusieurs sortes de 

difficultés peuvent provenir de la forme des équations de NAVIER-

STOKES. 

Reprenons ces équations sous forme adimensionnelle, dans 

le cas d'un fluide homogène et incompressible. On a : 

au. 

	

1 	aui 	ap 	1 	,.,2 + u -= fi  _  ___ +  _  v  

	

at 	ax 	ax. 	R 
.1 	1 	B 

(VIII.1.1) 

au. 
J 	0 	 (VIII.1.2) 

a x. 
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Nous pouvons faire les remarques suivantes : 

1/. En raison du terme convectif, qui intervient dans l'équa-

tion (VIII.1.1), le problème est non linéaire. Sa structure est 

mixte du type hyperbolique-parabolique. Lorsque le nombre de Reynolds 

devient grand, le terme convectif ,devient prépondérant et provoque 

une forte variation des vitesses et des pressions près des frontières. 

2/. Les équations (VIII.1.1) et (VIII.1.2) forment un système 

d'équations aux dérivées partielles avec comme inconnues les vites- 

ses u. et les pressions. Mais, si les vitesses interviennent dans 1 
les termes de convection et de diffusion, la fonction de la pression 

joue un râle spécial puisqu'elle apparaît dans (VIII.1.1) unique-

ment pour sa dérivée. 

3/. Le système (VIII.1.1), (VIII.1.2) n'est pas régulier : en 

effet, la forme elliptique de l'équation (VIII.1.2) montre que le 

système n'est pas du type de Cauchy-Covaleska. 

Etant donné qu'on ne dispose pas en général de solutions 

"analytiques" à des problèmes non linéaires, nous nous sommes 

vite orientés vers l'analyse numérique qui,seule, 

des résultats quantitatifs précis. 

peut nous fournir 

Un procédé classique pour aborder le problème numérique 

consiste à introduire la fonction de courant IP et le tourbillon w 

selon la définition : 

- a*  u = 	, u2  1 
Dx 	 ax

1 

(VIII.1.3) 

En utilisant les relations (VIII.1.3) nous pouvons faire 

abstraction des difficultés (2) et (3) que nous avons signalées, 

au prix d'une augmentation de l'ordre de l'équation aux dérivées 

partielles. En effet, on se rend compte facilement que l'équation 

de continuité (VIII.1.2) est satisfaite automatiquement par la 

fonction IP 	tandis qu'en éliminant le gradient de pression, nous 
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obtenons l'équation aux dérivées partielles du quatrième ordre par 

rapport à 	: 

aw 4.  a* 	aw 	a*  . aw - 	
1 

 f. + — . V
2
w w = -V

2
* (VIII.1.4) 

atax2 aax1 	
ax

2 	
R
e 

La solution numérique de l'équation (VIII.1.4) se heurte à 

des difficultés considérables surtout en ce qui concerne le traite-

ment des conditions aux limites. 

Parmi les travaux les plus importants concernant l'utilisa-

tion des variables * - w citons les noms de FROMM (1964,M), 

PEARSON (1965,D9P, HUNG et MACAGNO (1966,[60]), GREENSPAN (1968,M), 

BARRE (1968,m), ALEIX (1972, m J. 

Au cours de ce travail, nous nous sommes vite aperçu que la 

méthode * - w ne se prêtait pas à faciliter l'étude numérique de 

notre problème : en effet, étant donné que l'interface n'est pas 

une ligne de courant mais une surface de discontinuité, la traduc -

tion de la condition de raccordement des contraintes visqueuses en 

termes de * et w compliquait davantage le problème. 

C'est pour cela que nous avons préféré travailler sur une 

méthode numérique faisant appel aux variables premières, telles 

que lesvitesses et les pressions. 

Depuis 1965 [64], l'équipe du laboratoire de Los Alamos en 

Californie, a travaillé sur la mise au point d'une méthode numéri-

que aux différences finies, utilisant les variables u
i et p et con-

nue comme méthode M.A.C. (Marker and Cell). Rappelons brièvement 

son principe : en appliquant la condition d'incompressibilité 

(VIII.1.2) à l'équation (VIII.1.1) on obtient l'équation de la pres-

sion : 

(VIII.1.5) V
2
.p = - 	 (u. u.) 1 j 

ax. 	ax. 
1 
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Lorsque la pression est une solution de l'équation (VIII.1.5) 

nous pouvons montrer que les vitesses calculées d'après (VIII.1.1) 

remplissent la condition de la continuité. Autrement dit, le sys- 

tème des équations (VIII.1.1.) et (VIII.1.2) est équivalent au sys-

tème des équations (VIII.1.1.) et(VIII.1.5). Ceci étant, l'algorith-

me de la méthode M.A.C. suit le cheminement suivant : l'équation 

(VIII.1.5) est discrétisée au niveau du temps t  =  n.At et les pres-

sions p
n 

sont obtenues selon un processus itératif de relaxation  ; 
n+1 

les vitesses u. 	sont par la suite calculées après discrétisation 

explicite de l'équation (VIII.1.1) et on passe au niveau du temps 

suivant. 

Toutefois, au cours du calcul, les difficultés demeurent 

majeures, surtout pour obtenir la solution itérative de l'équa- 

tion (VIII.1.5). En effet, cette équation est une équation de Poisson 

non linéaire, couplée avec l'équation du mouvement et surtout sou -

mise à ces conditions aux limites du type de NEUMANN. Les conditions 

sur la pression sont obtenues en introduisant les conditions aux 

limites pour les vitesses dans l'équation dynamique (VIII.1.1.) : 
• 

par exemple, sur une paroi solide x
1 
= cte, la condition d'adhérence 

u
1 

= u
2
, donne : 

â
2
u
1  ap 	1 

. Pour exprimer sous forme discrète 
ax

1 	
R
e 	

ax1 2 

les conditions de NEUMANN pour la pression le long des parois, la 

méthode M.A.C. prévoit une série de points du maillage à l'extérieur 

du domaine réel d'écoulement où on détermine les vitesses par extra-

polation. 

A notre avis, le succès des premières versions de la méthode 

M.A.C.[16411 tient au fait qu'elle a été utilisée pour traiter des 

écoulements à surface libre, sur laquelle il a été admis la condi-

tion de DIRICHLET p = 0 ; en plus, la méthode devient efficace grâce 

à une formulation aux différences ingénieuse, faisant appel aux mail-

lages décalés. 

Pour àviter les inconvénients provenant de l'équation de la 

pression, l'idée de base est l'utilisation d'une itération simulta-

née sur les vitesses et les pressions, qui évite la discrétisation 

directe de l'équation (VIII.1.5). 

''"Aidee 



D'autre part, le processus itératif est basé sur le modèle 

naturel du liquide faiblement compressible. L'idée semble apparai-

tre pour la première fois dans les travaux de JANENKO (1966,[4]). 

CHORIN A.J. (1967,M) a proposé une méthode numérique basée sur 

un modèle de relaxation analogue et il a construit plusieurs algo-

rithmes numériques d'intérêt pratique [66][67]. D'ailleurs, sa mé-

thode a été reprise par la suite par l'équipe de Los Alamos, dans 

les versions récentes de la méthode M.A.C. (1973, [sa] ). 

En France, TEMAM R. (1969, [69]1.70 ) a formulé mathéma-

tiquement le problème dans le cas d'une approximation basée soit 

sur la méthode des pas fractionnaires [70, soit sur une pertur-

bation du type Cauchy-Cov-aleska[69]; il a, par la suite, démontré 

la stabilité et la convergence de l'algorithme numérique. 

La méthode que nous avons mis au point au cours de ce travail 

utilise simultanément une perturbation du type Cauchy-Covaleska et 

une discrétisation à pas fractionnaires. Dans ce sens, elle est 

liée aux travaux de TEMAM R. et de CHDRIN A.J. Au cours des essais 

numériques, nous nous sommes aperçus que la méthode devient parti-

culièrement efficace lorsqu'on l'associe aux maillages décalés de 

la méthode M.A.C. Toutefois, en ce qui concerne le traitement des 

conditions aux limites, nous avons évité l'introduction de points 

extérieurs au domaine, comme ceci a été fait selon la méthode M.A.C. 

Mais, à l'aide des approximations aux différences régressives ou 

progressives, nous avons respecté rigoureusement la géométrie du 

domaine. 

Dans le paragraphe suivant, nous exposons tout d'abord le prin-

cipe de la méthode numérique que nous avons mis au point et que nous 

appelons méthode itérative des variables premières (I.V.P). Nous 

donnons ensuite les divers algorithmes numériques que nous avons 

expérimenté et nous montrons que l'utilisation des maillages déca- 

lés pour les vitesses et les pressions correspond *à une discrétisa-

tien des lois fondamentales de conservation sous forme intégrale. 



Enfin, nous complétons ce chapitre, en exposant l'extension 

de la méthode I.V.P. dans le cas de l'écoulement de deux fluides 

visqueux en contact (méthode DIPHA-I.V.P.). 

VIII.2. LA METHODE ITERATIVE DES VARIABLES PREMIERES (METHODE I.V.P.) 

VIII.2.1. Principe de la méthode  

Comme nous l'avons déjà mentionné, le système des équations 

et VIII.1.2 n'est pas régulier à cause de la forme ellipti-

que de l'équation (VIII.1.2). Pour le régulariser, nous associons 

au problème initial, le problème perturbé du type de Cauchy-Covaleska : 

DU 	.  
Cl 	Cl 	

ap
c 	1  

+ u 	 f. - 	+ — . 
1 	

V 
Ej 	

Uci 

at 	ax. 	ax. 	Re  
(VIII.2.1.1) 

Do 	au . 

	

EJ 	D  

at 	ax. 
(VIII.2.1.2) 

Dans ces équations, les fonctions u . et p 	sont les fonc- 
El 

tions perturbées des vitesses u
i et des pressions p ; c est un nom-

bre positif très petit. R. TEMAM (1989, [69] ) a montré que pour E 

fixé, le problème (VIII.2.1.1), (VIII.2.1.2) a une solution unique 

et que lorsque c 0, les fonctions U. et pe  tendent vers les solu -

tions u. et p du problème de Navier-Stokes (VIII.1.1) et (VIII.1.2). 



at 	ax 

auei 	c 

	

aP 	p 
1.  1  U ci  (V111.2.1.3) 
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En négligeant les forces extérieures, reprenons le système 

(VIII.2.1.1), (V111.2.1.2) sous la forme : 

ap 	au 
+ 	- 0 

at 	Dxj  

où fest l'opérateur différentiel de la forme : 

(V111.2.1.4) 

01) = U a + 	,
2 

ax 	R j ax
2 

e 	j 

Ou point de vue physique, le système (VI11.2.1.3), (V111.2.1.4) 

est basé sur le modèle du liquide faiblement compressible. Toutefois, 

en comparant les équations (VI11.2.1.3), (V111.2.1.4) aux équations 

décrivant le mouvement d'un fluide compressible, on se rend compte 

qu'il s'agit d'une analogie, puisque dans l'équation dynamique 

(V111.2.1.3) on ne tient pas compte de la dilatation cubique. En ef-

fet, soit 0
c 

la masse volumique fictive du fluide compressible, qui 

obéit à une équation d'état de la forme : p = 1 + cra c  .  L'équation 

(V111.2.1.4) devient : 

Dp 	Du  . 
Ej . 0 	 (V111.2.1.5) 

at 	ax. 

et représente l'équation de continuité du fluide fictif. Lorsque 

E 	0, la masse volumique fictive p 	1 et l'équation (VI11.2.1.5) 

tend vers l'équation de continbité d'un fluide incompressible. 
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Une interprétation différente du problème perturbé 

(VIII.2.1.3), (VIII.2.1.4) nous conduit à introduire le temps fic-

tif T = t/E . En faisant ce changement de variables, nous pouvons 

écrire l'équation (VIII.2.1.4) sous la forme : 

Bp 	Du 
Ei 
	

(VIII.2.1.8) 
aT 	Dx. 

Ceci revient à remplacer l'opérateur elliptique (VIII.1.2) 

par un opérateur parabolique, dont on suit l'évolution dans un 

temps fictif T . 

On peut aussi montrer que nous pouvons obtenir des solu-

tions du système initial (VIII.1.1) et (VIII.1.2) sans avoir néces-

sairement E 	O. En effet, si c est aribtaire, il suffit de consi- 

dérer la solution asymptotique de l'équation (VIII.2.1.8) lorsque 

T -3-  co . Dans ces conditions, on satisfait l'équation de continui-

té VIII.1.2 du fluide incompressible et nous pouvons ainsi suivre 

à tout instant t réel, l'évolution de la solution du problème non 

stationnaire. 

Ceci est très important pour traiter le problème du déplace-

ment des interfaces, puisqu'il s'agit d'un phénomène non stationnai-

re. 

Pour simplifier l'écriture, reprenons les équations (VIII.2.1.3) 

(VIII.2.1.8) en omettant l'indice e . On a : 

(VIII.2.1.7) 

Du 
+ 	. 0 	 (VIII.2.1.8) 

Dr 	Dx. 



Examinons maintenant le principe de la discrétisation du sys-

tème (VI11.2.1.7), (VIII.2.1.8)selon la méthode I.V.P. Nous faisons 

appel à un schéma à pas fractionnaires 65 ; pour cela, on construit 
n+1/2 

une suite de fonctions ui 	(i = 1, 2) et on remplace le système 

(VIII.2.1.7), (VIII.2.1.8) par les équations aux différences : 

n+1/2 	 n 
ui •

- u 
	  - L un "I' ID(At, Ax

2
) 1 

n+1 	n+1/2 
u. 	- u. 
1 	1 - 	G. pn  + 0(At, Ax

2
) 

At 

n,m+1 	n,m 
P 	.Dun+1 + o(At, Ax2 ) 

AT 

At 

où At et Ax
1 

= Ax
2 = Ax indiquent les pas de temps et du maillage, 

n 	n 
LT=Welepasduterripsfictif,u„p les valeurs discrètes 

qui se rapprochent de la solution au temps t = n At et p n ' m  les 

approximations successives de la pression pn j lorsque ces appro-

ximations convergent, on satisfait l'équation de continuité au 

temps (n + 1) At ; L, G i et D sont des opérateurs aux différences qui 

se rapprochent des opérateurs différentiels 	 E 	lors- 
ax. 	j 	ax. 

que Ax -4- 0. 

Nous constatons que l'approximation aux différences est de 

l'ordre de 0(At, Ax
2
) et que pour le moment, nous présentons une 

discrétisation explicite dans le temps. 

Nous donnerons les détails des équations aux différences et 

des algorithmes implicites, que nous pouvons utiliser; dans les pa-

ragraphes qui suivent. Mais pour le moment, examinons les fondements 

de la méthode I.V.P. et la signification du schéma à pas fraction-

naires. 



En comparant le système discrétisé (VIII.2.1.9 ), (VIII.2.1.10) 

(VIII.2.1.11)1 au système différentiel (VIII.2.1.7 ), (VIII.2.1.8). 

on s'aperçoit que la somme des équations (VIII.2.1.9), (VIII.2.1.10) 

nous conduit à une version discrète de l'équation du mouvement 

(VIII.2.1.7). Toutefois, la résolution numérique du problème semble 

plus facile puisque nous pouvons reconnaître l'équation classique 

de la diffusion convective sous la forme discrète (VIII.2.1.9). 

Evidemment, la résolution effective des équations (VIII.2.1.9), 

(VIII.2.1.10) et (VIII.2.1.11) séparément, peut présenter des diffi-

cultés en relation avec les conditions aux limites. Nous verrons 

dans le chapitre suivant, que la formulation intégrale de ces équa-

tions nous permettra d'éviter ces difficultés. 

Nous pouvons désormais calculer à partir de l'équation 

(VIII.2.1.9) les champs des vitesses auxiliaires u 1'12 , sous 

la forme : 

n+1/2 

	

u. 	= ui + àt L 
n 

	

1 	 ui (VIII.2.1.12) 

Le problème se ramène à résoudre donc le système des équa-

tions (VIII.2.1.10). (VIII.2.1.11) mis sous la forme : 

n+1 	n+1/2 
u. 	= u. 	_ 

e 	pn 
1 	1 	 1 

n,m+1 	n,m 	n+1 
= p 	àT 	u 

(VIII.2.1.13) 

(VIII.2.1.14) 

Si on applique l'opérateur de divergence 0 sur tous les mem-

bres de l'équation (VIII.2.1.13), on peut éliminer facilement 

un+1 entre(VIII.2.1.13) et (VIII.2.1.14), ce qui nous donne : 

n,m+1 	n,m 	. 	n+1/2 	 n = p 	- 8T. U U 	LT . 1tt ID G. p 	(VIII.2.1.15) 
1 

Nous constatons que l'équation (VIII.2.1.15) est un schéma 

itératif pour la pression p n . Si l'itération est convergente, on 

peut donc en déduire p n  et en utilisant l'équation (VIII.2.1.13) 
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n+1 
. calculer le champ des vitesses u 	L'algorithme numérique devient  

donc très souple : tout d'abord on calcule les vitesses auxiliaires 

d'après (VIII.2.1.12) ; puis la divergence des vitesses auxiliaires 

D u
n+1/2 qu'on utilisera dans l'équation (VIII.2.1.15) pour en dédui-

re les pressions p
n 

; enfin, nous calculons les vitesses u n+1 
selon 

l'équation (VIII.2.1.13) et on recommence le procédé en calculant 

de nouveau les vitesses auxiliaires. 

Toutefois, la mise en oeuvre de cet algorithme peut se heurter 

à un certain nombre de difficultés considérables : en particulier en 

ce qui concerne les conditions aux limites, que l'on doit faire in-

tervenir, pour obtenir les vitesses auxiliaires et les pressions. 

Toutes ces difficultés disparaissent, si on abandonne la formulation 

ponctuelle et donc mathématique du modèle au profit d'une formula-

tion intégrale et donc plus naturelle selon les premiers principes 

de conservation. 

VIII.2.2. Discrétisation des équations sous forme intégrale et  

utilisation des maillages décalés  

Au cours des premières expériences numériques, que nous avons 

effectuées, selon l'algorithme I.V.P., nous avons rencontré beaucoup 

de difficultés pour obtenir des solutions stables et d'une précision 

satisfaisante. En regardant de plus près, nous nous sommes rendu 

compte que les erreurs venaient principalement des conditions aux 

frontières, sur lesquelles l'approximation des opérateurs différen-

tiels devenait trop compliquée. 

Par contre, nous avons eu grande satisfaction en utilisant 

l'algorithme I.V.P. sur les maillages décalés de la méthode M.A.C. 

Nous avons ensuite constaté, que tous ces avantages tiennent à une 



13 J 
(VIII.2.2.1) 

d 

dt TAn fr 
(oui ) dn 	 a • n. d r 
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raison bien physique. En effet, la formulation aux différences sur 

les maillages décalés, correspond à la discrétisation des équations 

intégrales, que l'on obtient après l'application des principes de 

conservation des quantités de mouvement et de masse, dans un volume 

élémentaire Ail . Les équations différentielles (VIII.1.1) et 

(VIII.1.2), ne sont que la limite des relations intégrales, lorsque 

An 4- O. 

Ceci étant, rappelons brièvement la formulation intégrale du 

problème de Navier-Stokes. Dans un volume élémentaire An limité 

par la frontière r examinons la variation des quantités de mouvement 
et de masse du fluide. En suivant le mouvement du volume e • la 

variation de ces quantités dans le temps, en absence de forces ex -

térieures, nous donne : 

pdn 
dt 

0 (VIII.2.2.2) 

d 
—  représente la dérivée particulaire et a.. le tenseur des con- 
dt 

traintes lié au tenseur des déformations selon la relation : 

O.. = 
lj 

Du. 	Du. 
- 136 i1 4- 21.1 (VIII.2.2.3) 

Si on développe les dérivées particulaires et on tient compte 

de la relation (VIII.2.2.3), en passant en grandeurs adimensionnel - 

les comme dans le paragraphe (VIII.2.) pour un fluide homogène, 

incompressible et newtonien, les expressions (VIII.2.2.1) et 

(VIII.2.2.) nous donnent : 



3u1 
 

uà6 

at 
"An 

	

au, 	au 
u n .dr -17  pn dr + 	 + 

Dx 	
n dr 

R 	Dx r 	e 	j 

(VI11.2.2.4) 

uj  flj  dr = o 	 (VI11.2.2.5) 

L'équation (VI11.2.2.4) traduit l'équilibre des forces 

exercées sur la frontière r , tandis que la condition (VI11.2.2.5) 

annule le flux total de la masse qui traverse r . 

Comme dans le cas de l'équation (VI11.2.1.8) perturbons 

maintenant la relation (VI11.2.2.5) sous la forme : 

J
r 2R dO + u n dr n 

aT 
(V111.2.2.6) 

où p est la pression et T un temps fictif. La raison physique qui 

nous conduit à introduire le premier terme dans l'équation 

(VI11.2.2.6) est la suivante : lorsque le flux total de la masse à 

travers la frontière r n'est pas nul, nous provoquons, dans un 

temps fictif des variations de la pression p, qui compensent les 

pertes et réduisent les accumulations de la masse : ainsi, si le 

flux de masse est positif, la pression exercée sur le volume An 

diminue et elle augmente lorsque la quantité de masse supplémentaire 

entre dans ce volume. Lorsque la pression se stabilise dans le 

temps T , la condition d'incompressibilité VIII.2.2.5. est satisfaite. 

Supposons maintenant, qu'en coordonnées Cartésiennes, les 

volumes An sont arbitrairement les parallélépipèdes de l'ordre 

de 0(Ax 1  . Ax2  . Ax3 ) que l'on peut former en traçant des plans suc-

cessifs, parallèles aux axes de référence. Ces volumes représentent 



un ensemble de volumes élémentaires, dont chacun englobe un paquet 

de molécules du fluide en mouvement. Abandonnant donc la formula-

tion ponctuelle des lois de conservation, essayons de satisfaire 

les relations intégrales (V111.2.2.4) et (V111.2.2.6) dans chaque 

petit volume An . 

Simplifions d'abord le dernier terme de l'équation 

(V111.2.2.4), qui traduit le flux des contraintes visqueuses sur 

la frontière r . Nous avons : 

	

au. 	au. 
(—i  4. 	j ) n, dr 

	

r  axi 	axi 	J f 	
riI
(au 

i  n dr . .1 	
a )(- ui  ni  dr 

axi r r 	j 

Compte tenu de la forme intégrale (V111.2.2.5) de l'équa-

tion de continuité, le dernier terme de cette expression est nul. 

Nous pouvons donc simplifier l'équation dynamique (VI11.2.2.4) sous 

la forme : 

aui elSZ 	= -
Jr-  

p n i  dr + 	{- u. u + 1  . auil n dr 1 	j 	 ..1 
r 	 r 	 Re 	ax. J 

at 
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Id 

En regroupant les deux derniers termes de cette équation 

sous le signe de l'opérateur différentieldb, nous pouvons écrire : 

au. 
1 p n. dr + frdtu..n. dr 1 j ( V111.2.2.7) 

at 

où : 

- 

u

i 	
a aui f 	 1 u. 

axj  
(VI11.2.2.8) 



En définitive, le problème numérique consiste à intégrer 

le système des équations de conservation des quantités de mouvement 

et de masse sous la forme : 

rd0 	- 	pn. d 	+ 	cA)  u.. n . dr j 
at .sz 	 T 	 r 

f 	f uj  nj  d = 0 r  
DT n 	 r 

I 
: 

(VIII.2.2.9) 

(VIII .2 .2.1 0) 

Pour simplifier la présentation des équations aux diffé-

rences, supposons que l'écoulement est plan selon les directions 

x, y. Il est évident que la méthode peut être étendue sans aucune 

difficulté dans l'espace à trois dimensions. 

Posons-nous désormais le problème discret de la manière' 

suivante : 

Le temps réel t est discrétisé et supposons qu'à l'ins-

tant t = n At on se donne un champ de vitesse u n  et vn  à tout 

point du domaine. Cherchons les pressions p n  et les vitesses 

u
n+1 et vn+1 qui assurent la validité des relations intégrales 

(VIII.2.2.9) et (VIII.2.2.10). Pour mieux discrétiser les inté-

grales qui apparaissent dans ces équations, définissons les para-

mètres et les variables du problème sur le maillage décalé de 

la figure 60. 



X 
r- 

J- 
1 r41 

-4 AX Ax Ax 

s -1 

---  — 

—s+ 1 

f rA2i i  y+ IlY 
2 	2 

Ax 
X - - y- 2  

f( , n) cg dn = f(x,y) Ax
2 

+ 0(Ax3 ) (VI1I.2.2.11) 
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Figure 60   .  Définition des maillages décalés 

Ce maillage est défini comme un ensemble de cellules, aux 

barycentres desquelles on définit la pression p 
rs  et les paramètres 

physiques du fluide tels que la masse volumique et la viscosité. Le 

long des parois de ces cellules, on définit les vitesses : les vites-

ses horizontales sont calées au milieu des côtés verticaux, tandis 

que les vitesses v au milieu des côtés horizontaux. 

Pour les intégrales de surface et curvilignes, utilisons 

les approximations aux différences suivantes : 



 

f() d 	=  f(x)  Ax + D(x2 ) 	 (VIII.2.2.12) 

 

Fixons maintenant notre attention sur la cellule de 

barycentre rs (figure 80 ) et utilisons les approximations 

du type (VIII.2.2.11), (VIII.2.2.12), afin de discrétiser l'équa -

tion de continuité (VIII.2.2.10) sous la forme : 

{
2.p____} 	.4_ 1 	fun+1 

r+1/2,9 
8T rs 	Ax  

- u
n+1 	1 1 +  —  {vn" 	n+1 
r-1/2, 9 	 r,s+1/2 - vr,s-1/2 } = 0 

Ax 

(VIII.2.2.13) 

Dans cette équation nous avons tenu compte de la pres -

sion p
n 

au pas de temps n et du flux dés vitesses à travers la 

frontière de la cellule au temps n +•1 : ceci provient du fait 

que le premier terme dans l'équation (VIII.2.2.13) est tout à fait 

artificiel et provient directement de la pression p n  que nous al -

lons utiliser dans la forme discrète de l'équation dynamique. Au -

trement dit, nous perturbons la pression au niveau du temps n 

pour vérifier la continuité des vitesses au pas de temps suivant. 

Ceci apparaît mieux encore si on écrit l'équation (VIII.2.2.13) 

sous la forme : 

p
n,m+1 

= p
n,m 

- 1T{DV
n+1

} rs 
rs 	rs (VIII .2.2.14) 

OÙ àT est le pas de temps fictif T = M AT et D l'opérateur aux 

différences qui se rapproche de la divergence du vecteur vitesse 

V = {u, v} , avec une approximation de l'ordre 0(Ax
2
). 

Les composantes des vitesses qui apparaissent dans le 

second membre de (VIII.2.2.14) doivent satisfaire la forme discrète 

de l'équation intégrale du mouvement (VIII.2.2.9). 



Comme dans le cas des équations aux dérivées partielles 

ponctuelles, décomposons la forme discrète de l'équation (VIII.2.2.9) 

en deux parties, selon un algorithme à pas fractionnaires : dans 

la première, nous ferons apparaître les termes de convection et 

de diffusion et dans la deuxième l'action de la pression. 

Nous écrivons donc : 

un+1/2 	n - ui 
{ 	A un .n dr + 0(At,Ax2 ) i j (VIII .2 .2.15) 

n+1 	n+1/2 

)(:£2 

{ 	
u u 	- i  

At f 

}cgl pn  .. -- 	n.dr + 0(At, Ax2) (VIII.2.2.16) 1 

A est l'opérateur aux différences qui se rapproche de l'opérateur  ab 
défini -i3ar (VIII.2.2.8) avec une approximation de l'ordre de Ax2 . 

Evaluons maintenant la forme discrète de la projection 

de chaque terme des équations (VIII.2.2.15. 16) sur l'axe 0 - x. 

Posons donc i = 1, j = 1, 2, u l  = u, u2  = v, n 1 = nx , 
n2 = n et fixons notre attention sur la cellule centrée sur le Y 
point r + 1/2, s (figure 61). r;  

,s-a 

VY.4.  t-Vst. 

o 

Vy, 

-- 	.....0 -- 

Ur-  

... 

Pt-s 
--01  - 

PvI•et. 5  
7.°  

1.-4.1114 

Vt  set   
‘1  2 	1%?' 

0 

Figure 61  .  Discrétisation de l'équation dynamique dans la cellule 

r + 1/2, s 
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Les intégrales exprimant la variation dans le temps et 

centrées sur le point r + 1/2, s, nous donnent : 

un+1/2 - u

n 
un+1/2 d0 - { 

r+1/2,s 	r+112,s
1 Ax

2 
+ D(x3 ) 

At 	 At 

n+1 	n*4/2 	un+1 	-  U 112 

 - 	r+112,s 	r+112,s 1 Ax2 
+ O(x3 ) u 	-u 	

d 

(VIII.2.2.17) 

Souvenons-nous maintenant de la définition de l'opéra-

teurc/(expression VIII.2.2.6) et en faisant la somme sur l'indice 

muet j = 1, 2 pour la projection sur l'axe 0 - x, on a : 

i nj 
dr = f 1 le  aU 	Du u{un x + vn 1 dr +  — 	n

x + — n 1 dr 
Y 	R

e r Dx 	Dy Y 

En tenant compte de l'équation de continuité, on peut 
Du 	a v remplacer le terme — par -  —  et écrire la dernière relation 
Dx 	Dy 

sous la forme : 

j' Aui  ni dr - -C (u
2
n x +uvn) dr  +  — 	(- 	nx  + 	dr 

Y 	R
e 	

Dy 	Dy Y 

En revenant à la cellule r + 1/2, s de la figure 61 

la discrétisation des différents termes sur la frontière nous 

donne : 

fAu. n. d6 	- {uril s -u2  
j 	

r,s  + (uv) r+1/2, 6+1/2 -(u‘d r+1/2,s-1/2
}Lb( - 

2 
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)Axl 
_ 1 	1 	 1 

(vr+1,s+1/2
-v

r+1,s-1/2
) Ax +

r,s-1/2
-v

r,s+1/2 R
e 

Ax 	 Ax 

1 	1 1 + 	( r+1/2,s+1 -u 
 r+1/2,s ) Ax +(ur+1/2,s-1 -u

r+1/2,s ) Ax) R
e 

Ax 	 Lx 

(VI11.2.2.18) 

Selon la figure 61, les termes ur+i,s, 	yr+
1/2,s+1/2' 

qui apparaissent dans cette équation ne sont pas définis sur le mail-

lage décalé. Nous pouvons les évaluer par interpolation, par exemple 

linéaire, qui dans la pratique a donné. de bons résultats. On écrit 

donc : 

=  
r,s 	2 	r1/2,s 

(u + 	
+ U

r-1/2,È ) 

1 = — (u r+3/2,s ur+1,s 	 + r+1/2,s ) 
2 

v
r+112,s+112 	(v  r,s+1/2 

+
r+1,s+1/2

) 
2 

La projection du terme de la pression sur l'axe 0 - x nous 

donne : 

Jr 
pn

x 
dr = (p

r+1,s 	pr,s ) Ax + O(x2 ) 
	

(VIII.2.2.19) 
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En utilisant maintenant les expressions (VI11.2.2.16) 

(VIII.2.2.17), (VIII.2.2.18) et (VI11.2.2.19) les équations 

(VI11.2.2.15) et (VI11.2.2.16) deviennent : 

	

n+1/2 	At  	2   n 
- —    f(u   )r+1,s   -   (u

2
)
n 

	

ur+1/2 
 	

} 
,s 

= U
r+1/2,s 	 r,s 

Ax 

- 
_11'1 

 {(uv) 

r;I.+1/2,s+1/2 -(uv) 7.+1/2,s-1/2 1  Ax 

At  

RAx2 
{ur+1/2,s+1

-2u
r+1/2,s +ur+1/2,s-1} 

e 
 

At  
(v

n 
+v

n 
- v

n 

ReAx
2 	r+1,s+1/2

-
v r+1,s-1/2 r,s-1/2 r,s+1/2 }  

(VIII. 2.2.20) 

n+1 	n+1/2 	lit 
{P7+ P u

r+112,s 	ur+1
1
2 	- ,s 	 1,s 	r,s 

Ax 
(VIII.2.2.21) 

De manière tout à fait analo gue, la forme discrète des 

équations (VI11.2.2.15) (VI11.2.2.16), suivant l'axe 0 - y, nous 

donne : 

n+1/2 n 
= v 	 - 
 lit v 	

1/2 	
2n 

- (V
2

)
n 

1 r,s+ 	r,s+1/2 	((V) r,s+1 	r,s Ax 

At 
—  {(uv) n 	- (uv) 

r+1/2s+1/2 	r-1/2,s+1/2 ,  Ax 



At. 	n 

Reàx
2 

(v
r+1,s+1/2

- 2 v
r,s+1/2 

 + V
r-1,s+1/2 1 

At  
- u

n 
2 {ur+1/2,s+1 

- u
n 

+ ur-1/2,s 	 } r- 1/2,s+1 	 r+1/2,s R Ax 

(VIII.2.2.22) 

n+1 
v 

 
_ n+1/2 	At f  n 	n 

r,s+1/2 	vr,s+1/2 	̀Pr,s+1 	Pr,s' 
Ax 

(VIII.2.2.23) 

Nous sommes maintenant en mesure de décrire en détail 

l'algorithme numérique I.V.P. dont le principe a été présenté dans 

le paragraphe (VIII.2.1). En effet, les équations (VIII.2.2.20) 

et (VIII.2.2.22) nous permettent de calculer tout d'abord les vites-

ses auxiliaires un+1/2, vn+1/2 . D'autre part, les expressions 

(VIII.2.2.21), (VIII.2.2.23) en liaison avec l'équation itérative 

de la continuité (VIII.2.2.14) nous conduisent à calculer la pres- 
n+1 	n+1 n et les vitesses u, v sion p 	 . Regroupons ces dernières équa- 

tions sous la forme : 

n,m+1 = n,m 	n+1) p 	- àT (OV 
r,S 	r,s 	 rs 

u
n+1 	n+1/2 	At r  n 

— tp + 	P r+1/2,s 	ur+1/2 	- 	r1,s ,s 	 r,s Lx 

n+1 	» 	n+1/2 	At 	n_ pn 
rs1/2 

v ,+ 	 tP vrs+1/2 - — 	rs+1 

	

, 	 , 	r,s 
Ax 

(VIII.2.2.24) 

(VIII.2.2.26) 



Pour calculer les pressions p
n 

et les vitesses 
n+1n+1 

u 	, v 	, nous pouvons appliquer l'itération suivante : 

a) Partant d'une première approximation des pressions 

pn m, utiliser les équations du type (VIII.2.2.25, 26) afin de 

calculer les vitesses u n+1,m+1 	n+1,m+1 , v  

h) Calculer la divergence Dv n+1,m+1 

c) Utiliser l'équation (VIII.2.2.24) pour calculer le 

nouveau champ des pressions pn,m+1 et revenir à l'étape a) jusqu'au 

moment où les variations de la pression deviennent infiniment 

petites. 

Comme l'a suggéré CHORIN [66], nous avons constaté que 

dans la pratique nous pouvons accélérer la vitesse de convergence 

de l'itération sur la pression en utilisant un schéma implicite 

du type de DUFORT-FRANKEL P1J : selon ce schéma, nous remplaçons 

le terme pn,m , qui intervient dans l'approximation du gradient 
r,s 

les équations'du type (VIII.2.2.25, 26) pour les quatre côtés de 

la cellule rs. Nous aurons : 

	

un+1„m+1 	
n+1/2 

,s 	(p
" 	n,m+1, + p 

	

r+1/2,s 	
U 	- 	 ---(p 
 2 	

r,s 	r,s Ax  

	

u n+1,m+1 	n+1/2 	
At 	1 n,m 

+ pn,m+1)  - prrIT ,s 	 r ,s 	r,s 	,$) = U 	- — 

	

r- 1/2,s 	r-l/2  

	

Ax 	2 

vn+13m+1 = V
n+1/2 - 	At 	n,m 	1 	n,m 	n,m+1„ 

	

r,s+1/2 	r.s+1/2 - 
	in 	- — (0 P 

	

Ax 	 2 	
r,s 	r,s 

	

n+1m+1 	 At 	1 	p ) 	p  v 	s 	vn+1/2 	_ 	(p  n,m 	n,m+1 	n.m 

	

r,s - 1/2 	r,s-1/2 	 r,s 	r,s 	r3s-1 Ax 2 

1 ytm 	,m+1 des pressions (VIII.2.2.25„26) par — (p 	+p 	). Ecrivons donc 
2 

r,s 	r,s 



A partir de ces expressions, nous pouvons calculer main-

tenant la divergence 	+1m+1 et en introduisant son expression  EI 

dans l'équation (VIII.2.2.24). on aboutit à l'expression : 

n,m+1 	a 	n,m 	n,m 	n,m + + pn,m I 1 - 2a m n 	n 	 P 	- r,s 	 f".Pr-1,s 	+ 'r+1,s 	r,s+1 	 r,s 1 + 2a 	 1 + 2a 

AT  (D  rs 1 + 2a 

AT àt  
et DVn+1/2 la divergence des vitesses auxiliaires. 

àx
2 

L'équation (VIII.2.2.27) représente une forme dévelop-

pée de l'équation (VIII.2.1.15) et permet d'obtenir de manière ité-

rative le champ des pressions p n . En effet, si l'itération est con-

vergente, pour un nombre entier 2. > 0 et d infiniment petit, nous 

aurons : 

1 n,L+1 	< 6 max lp 	- p r,s 	r,s 
r,s 

(VIII.2.2.28) 

auquel cas nous pouvons prendre : 

= p
r,s 	

0(8) r,s  

Si nous examinons de plus près la structure de l'équa-

tion (VIII.2.2.27), on se rend compte qu'elle représente une 

approximation aux différences de l'équation de Poisson (VIII.1.5). 

En effet, en choisissant a = 1, on peut faire apparaître l'approxi-

mation aux différences de l'opérateur laplac 4 en 92p. Apparemment 



donc, la méthode 	conduit uniquement à un schéma itératif de 

l'équation de la pression (VIII.1.5), où le coefficient a , lié au pas du 1 

temps fictif AT , jouerait le râle d'un coefficient de surrelaxation 

Si cela était vrai, cet avantageserait très secondaire pour justi-

fier les développements de la.méthode. 

En fait, la discrétisation des relations intégrales et 

la pertrubation du type de Cauchy-Covaleska sur l'équation de la 

continuité, trouvent leur justification, comme nous allons le voir 

dans le traitement des conditions aux limites. Cette question est 

très importante dans la réalité et au cours de nos essais, nous avons 

constaté que des algorithmes numériques stables deviennent parfois 

instables à cause d'une approximation incohérente des conditions 

aux limites. 

VIII.2.2.a. Traitement des conditions aux limites  

Pour la méthode I.V.P., les conditions aux limites peu-

vent être formulées de manière naturelle. Supposons par exemple 

comme c'est le plus souvent le cas, que le domaine est limité par 

des frontières sur lesquelles nous connaissons d'avance la distri-

bution des vitesses. Pour simplifier, supposons que le maillage 

est parfaitement adapté à la frontière, qui est composée ainsi par 

des plan parallèles aux axes de coordonnées. Cette restriction peut 

apparaître importante pour les problèmes pratiques, où la géométrie 

des limites est en général compliquée ; néanmoins, on peut toujours 

en principe, par des transformations conformes, ramener de tels 

domaines dans un rectangle. Examinons les équations aux différences 

pour la cellule (r,2) près de la paroi y = 0 (figure 62). 



Pv.4  g 
-  0  -1--- - 

Ur.p.  

X 

Ax 

Ax 

—I— 

Ax 	Ax 
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n ,m 
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n+1/2 
= Ll 

r+1/2,2 

= u
n+1/2 
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1
2,2 

= v
n+1 2 
r,1 

= v
n+1/2 
r,2+1/2 

n+1 m+1 
10V 	'} 

r,2 

At 	n,m 
113  r+1,2 Ax 

At 	( 1, 	n,m 
-  —

r,2 
+ 

Ax 	2 
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At 	n,m 	1 
1P r,3 	- Ax 	2 

1 	n,m 
r,2 

2 

n,m+1 
p 
r,2 	

) 

n,m 
ip r,2 

(VIII.2.2.a.1) 

n
' 
 m+1 

P 	)1(VIII.2.2.a.2) 
r,2 

- o n ' m 	(VIII.2.2.a.3) 
r-1,2 

(VIII.2.2.a.4) 

n,m+1 )1 	(VIII.2.2.a.5) 
Pr,2 

n,m+1 
P' r,2 	= 

n+1,m+1 
r+1/2,2 

n+1,m+1 
u
r-1/2,2 

v
n+1,m+1 
r,1 

n+1,m+1 
v
r,2+1/2 

Figure 62. 

Nous pouvons écrire les équations suivantes : 



Combinant les équations (VIII.2.2.a.1,2,3,4,5) on trouve : : 

n,m+1 	1  - 1,5a 	n,m 	a 	n,m 	n,m + pn,m ) Pr,2 

	

Pr,2 	
(p
r+1,2 

+ 0 
r,3 

1 +  1,5a 	 1 + 1,5a 

AT  

(DV
n+1/2

)
r,2 

1 + 1,5a 
(VIII.2.2.a.6) 

Pour simplifier l'écriture dans l'expression de DV n+1/2 

n+ 
la vitesse v1/2

r,1 	
sur la paroi est interprétée comme la vitesse 

n+1 
à la limite v

r,1 
 , connue d'avance. 

Lorsque la cellule se trouve au voisinage de deux parois 

limites (figure 63), l'équation (VIII.2.2.a.6) est légèrement modi-

fiée. 

Figure 63. 

En reprenant le calcul,on trouve : 

n,m+1 	1  -  a  n,m 	a 	n,m 	n,m 	AT  
P2,2 P2,2 	 (P3 2 	p2 3 ) 	 (OV

n+1/2)
2,2 1 + a 	1 + a 	'

, 
1 + a 



Dans cette expression, l'écriture a été simplifiée en 
n+1 	n+1 confondant sur les limites les vitesses Li la  , v2,1  qui sont connues 

n+1/2 	n+1/2 aux vitesses auxiliaires u 1,2 	, v2,1 	, qui entrent dans le terme 

(DVn+1/2 )2,2. 

Les vitesses auxiliaires Vn+1/2,  qui apparaissent dans 

les équations (VIII.2.2.a.6), (VI11.2.2.a.7) peuvent être calculées 

d'après les expressions (VI11.2.2.20) (VI11.2.2.22) en modifiant 

l'approximation aux différences des termes de diffusion. 

Par exemple, dans le cas de la figure 62, nous pouvons 

calculer la dérivée des vitesses u au point (r+1/2,1), en utilisant 

une approximation aux différences progressives de l'ordre de Ax
2

. 

Nous écrirons donc : 

( Du ) 	 1  
1 + 0(àx

2
) { 	u

r  
y r+1/2,1 3 x 

+1/2,1 
+ 9 u

r+112,2 	ur+1/2,3 
D 	 à 

(VIII.2.2.a.6) 

A l'aide des expressions de la forme (VIII.2.2.a.8) nous 

pouvons utiliser directement la distribution des vitesses, connues 

d'avance sur la frontière ; ceci nous dispense de l'introduction de 

points du maillage à l'extérieur du domaine comme dans le cas de la 

méthode M.A.C. 

D'une manière générale, nous pouvons donc conclure que 

l'utilisation des expressions (VIII.2.2.a.6) (VIII.2.2.a.7) et des 

opérateurs aux différences progressifs ou régressifs rend le traite-

ment des conditions aux limites souple et consistant, ce qui repré -

sente beaucoup d'arantages sur la stabilité du calcul. 

Récapitulons donc maintenant l'algorithme complet de la 

solution numérique : 

a) Connaissant les vitesses u
n

, v
n

, on calcule à l'aide 

des expressions (VI11.2.2.20), (VIII.2.2.22)les vitesses auxiliaires 
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vn+1/2 sur tous les points situés à l'intérieur du domaine ; 

en utilisant des approximations aux différences progressives ou 

régressives du type (VIII.2.2.a.8) nous calculons les vitesses auxi-

liaires au voisinage des limites. 

b) On calcule la divergence des vitesses auxiliaires à 

tout point. Sur les limites, d'après la convention utilisée dans 

les formules (VIII.2.2.a.6, 7), au lieu des vitesses auxiliaires, 

nous utilisons les vitesses prescrites u
ni-1

, vn+1 

c) Nous faisons appel aux formules d'itération 

(VIII.2.2.27), (VIII.2.2.a.6,7) pour calculer les pressions à tout 

point du domaine et au voisinage des limites. L'itération s'arrête 

lorsque le critère de convergence (VIII.2.2.28) est satisfait. 

d) Les vitesses u
ni-1

,  v
n+1 

sont calculées d'après les 

formules (VIII.2.2.21) (VIII.2.2.23). 

Il est évident que l'utilisatbn des maillages décalés 

nous conduit à calculer la pression, à une distance par rapport à 

la paroi égale au demi pas du maillage. Il est par la suite, facile 

d'obtenir la pression sur la frontière par extrapolation. Par exem-

ple, dans le cas de la figure 62, par extrapolation linéaire, nous 

aurons : 

1 
— (3 p. 	- pi, 

 ) 
Pi,1 = 
	

1,2 	3 
2 

Ayant formulé le problème aux différences, la première 

question qu'on peut se poser concerne le choix du pas de temps At 

et du pas de maillage  Ax,  qui conduisent, pour un nombre de 

Reynolds donné, à un calcul stable. 

Nous examinerons la question de stabilité numérique, 

dans le paragraphe VIII.4, où nous ferons le point sur l'ensemble 

des algorithmes numériques, liés à la méthode de base I.V.P. Ces 
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algorithmes peuvent  être  implicites et nous  allons  voir  tout  de suite 

qu'ils présentent un intérêt pratique considérable. 

V111.2.3. Schémas implicites  

La méthode I.V.P. que nous venons d'exposer, opère en 

deux temps : tout d'abord en faisant abstraction de la pression, 

elle définit un champ de vitesses auxiliaires Vn+1/2,  d'après l'équa-

tion non linéaire de la diffusion convective (équation VIII.2.1.12). 

Vient ensuite la détermination de  la  fonction de  la  pression, qui per-

met de satisfaire la continuité (équation VIII.2.1.14) et de corriger 

les vitesses au pas de temps suivant (équation  (VIII.2.1.13). 

Comme nous pouvons le constater, la définition des vites-

ses auxiliaires d'après les équations aux différences VIII.2.2.20 et 

VIII.2.2.22 suit un schéma explicite dans le temps. Ceci peut imposer 

un temps effectif de calcul important, surtout lorsque le nombre de 

Reynolds est faible. En effet, dans ce cas, les termes de diffusion 

deviennent prépondérants et le pas de temps Lt doit être choisi faible, 

pour empêcher la propagation d'instabilités numériques. 

Nous nous sommes donc très vite orientés vers l'utilisa-

tion de schémas implicites, qui permettent par extrapolation d'exprimer 

les termes de diffusion au pas de temps suivant. Les schémas implici-

tes les plus efficaces pour leurs applications sont les schémas des 

directions alternées (Peaceman-Rachford) [72] 	et les schémas itéra- 

tifs de surrelaxation. 

Au cours de ce travail, nous avons expérimenté une variante 

de la méthode des directions alternées, analysée par SAMARSKII (1962 

[73]) et reprise par CHORIN (1967 	[66] ). TEMAM (1969 »PO]) a 

montré la stabilité et la convergence de l'algorithme numérique 



Le principe de la méthode consiste à désintégrer l'opéra-

teur 0t qui apparait dans l'équation (VIII.2.1.7) selon les directions 

des axes des coordonnées. Dans ce sens, elle constitue  un  algorithme 

à pas fractionnaires. 

Reprenons le système des équations (VIII.2.1.7), 

(VIII.2.1.8) et écrivons l'opérateur oe sous la forme : 

 

où 	19  1 = - ui 

a 	a2 

ax 1 	
9x

1 

a 	9 2 -u
2 

ax
2 	

ax
2 
2 

n+k/3 Construisons maintenant une suite de fonctions u
i 

k = 1, 2, 3 qui vérifient les équations aux différences : 

n+1/3 

	

u. 	-u. 

	

1 	1 	n+1/3 
- A l  ui 

n+2/3 	n+1/3 

	

u. 	- u. 1 	  -A2 un+2/3 
2 i 

n+1 	n+2/3 
u. 	- u. 

- 	G. p
n+1 1 	1 

At 

At 

At 

(VIII.2.3.1) 

(VIII.2.3.2) 

[VIII .2.3.3) 

Il est évident qu'en faisant la somme des équations 

(VIII.2.3.1) et (VIII.2.3.2) nous obtenons un schéma implicite aux 

différences qui correspond à l'équation (VIII.2.1.9). Si on fait la 

somme des trois équations ci -dessus, nous trouvons : 

(VIII .2.3.4) 

n+1 
- u

n 
u. 

n+ 	 n+2/3 = - Gi  p n+1  + Al  u 1/3i 	+ A2  u- 
At 
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Cette équation représente une discrétisation aux diffé-

rence implicite de l'équation dynamique (VIII.2.1.7). Les vitesses 

intermédiaires un+1/3 , un+2/3 

	

1 	obéissent aux équations (VIII.2.3.1) 

(VIII.2.3.2) et les opérateurs aux différences G i , Al  , A2  sont des 

approximations du second ordre par rapport à ix et du premier ordre 

par rapport à At. Nous pouvons donc écrire : 

n
+1 apn 

G. p 	= 	
n 

Gi p + 0(At) - 	+ OUt. àx
2 ) 

A un+K/3 = A u
n 
+ 0(n)  =c2°  un  +  O ( lt, àx2 ) k i 	 i 

k = 1, 2 

Si on choisit un pas de temps At = 0(dx 2
)  le  schéma global aux dif-

férences constitue une approximation du second ordre par rapport à Ax. 

Une question très importante qui se pose maintenant est 

la consistance  de l'approximation aux différences(VIII.2.3.1),(VIII.2.3.2), 

(VIII.2.3.3). Un schéma aux différences est dit consistant, lorsque 

pour At et ix tendant vers zéro, l'approximation aux différences tend 

versle système initial aux dérivées partielles. Cette condition est 

essentielle, puisque si elle n'est pas assurée, on peut obtenir de 

solutions aux différences stables, mais qui convergent vers la solution 

d'une autre équation différentielle. 

Vérifions donc la consistance du schéma (VIII.2.3.1.,2,3) 

avec l'équation aux dérivées partielles (VIII.2.1.7). En éliminant 

les vitesses intermédiaires entre les équations (VIII.2.3.1,2,3) 

nous obtenons : 

n+1 	n 
u. 	-  u. 

n
+ 1 	1 	 1 	 , n+1 	 n+1 	n G. p 	+ (A1 + A2 1 Ui 	At { A1 A2 (u1 u.) + 1 

n+1 
+ A G. pn+1 + A G. pn+1 } + Lt

2 
A A G. p 1 	 2 1 	 1 2 

(VIII .2.3.5) 

at 

At 



Nous, constatons que lorsque At 4. 0, Ax 	0 l'équation (VIII.2.3.5) 

tend vers une limite qui est l'équation différentielle (VIII.2.1 . .71 

Le schéma (VIII.2.3.1), (VIII.2.3.2), (VIII.2.3.3) peut 

être incorporé très facilement dans la méthode I.V.P. En effet, il suf-

fit d'obtenir d'abord les vitesses intermédiaires u1/3 , u 2/3
i 

l'aide des équations (VIII.2.3.1), (VIII.2.3.2) et combiner par la suite, 

l'équation (VIII.2.3.3) avec l'équation perturbée de la continuité 

(VIII.2.2.13) exactement comme nous l'avons examiné pourla méthode I.V.P. 

L'obtention des vitesses intermédiaires à l'aide des équa-

tions (VIII.2.3.1) (VIII.2.3.2) ne constitue pas un problème difficile. 

En effet, nous pouvons remarquer que chacune de ces équations comprend 

des dérivées selon une direction seulement : ceci nous conduit à des 

systèmes d'équations algébriques dont les matrices sont tridiagonales. 

Pour mieux montrer le processus du calcul, reprenons les 

équations (VIII.2.3.1), (VIII.2.3.2) sous la forme suivante : 

(I - At A1) u
n+1/3 

= u
n 

n+2/3 	n+1/3 
(I (I - At A2

) u
i 	

= 
 

(VI I I .2.3.6) 

(VIII.2.3.7) 

Afin d'aboutir à un système d'équations algébriques liné-

aires, introduisons une approximation de l'ordre de At dans le terme 

convectif, et prenons : 

n+1/3 	n 	n+1/3 	1 	2 n+1/3 
A u

i 	
= -u . G u. 	+ — 	 + 0(At, Ax2 ) (VIII.2.3.8) l 1 	1 	

R 
Al u i 

e 

n+2/3n+1/3 	n+2/3 	1 	2 n+2/3 
A
2 u i 	

= - u
2 	

. G
2 ui 	

+ 	A2 u
i 	+ oit, Ax

2
) (VIII.2.3.9) 

R
e 

où Gl' 62 
sont des approximations aux différences de l'ordre de 0(Ax 2

) 
2 	2 

pour les dérivées premières et A 1 , A 2 pour les dérivées secondes. 



Par exemple dans un maillage a pas homogène A , au 

point x 1 = r Ax, x2 = s Ax on aura : 

n+1/3 	1 	
{ui(r+1 

n+1/3 	un+1/3 
(G u. +O(x2 ) 	(VIII.2.3.10) ) 
1 1 	r,s 	 ,$) 	Ur-1,$) )  2Ax 

1
2 {uIr

/4..3
,$) - 2 

n+1/3 	u+1/3 (A2 un+1/3 ) 	- 1 i 	r,s 	 ui(r,$) + U
i(r-1,$) 1+ 0(Ax2) 

Ax 

( VII I .2.3.1 1 ) 

En développant maintenant les opérateurs aux différences 

A et A2 dans les équations (VIII.2.3.6) et (VIII.2.3.7), nous arri-

vons aux équations aux différences : 

_{At + 	1 	 At 	
u 	- 

	

At 	un+1/3 + {1 + 2 	1 n+1/3  . u
1(r.$) 2Ax e 	 e RAx

2 
	

1(r-1,$) 
RAx2 	1(r,$) 

n+1/3 

	

_ f_ At . 	

+

un 	At  

R Ax2 1 ui(r+1,$) = u
i(r.

s
) 

2Ax 

(i = 1, 2) 	 (VIII.2.3.12) 

_ { At . u n 	At 	un+2/3 	{1 	2At 
 1 u

n+2/3 
2(r,$) 

2Ax e 	 e RAx
2 	i(r,s-1) 

RAx2 	i(r,$) 

	

At 	n+1/3 	At 1 	
n+2/3 	n+1/3 

{- 	. 	 = u. u  

	

ReAx
2 	u i(r,s+1) 	l(r,$) 2Ax 

(i = 1, 2) 	 (VIII.2.3.13) 

Chacune de ces équations conduit pour i = 1, 2 à deux systè -

mes d'équations algébriques selon la direction de l'axe 0-1 et 0-2. Les 

propriétés de ces systèmes peuvent tremises en évidence, si nous écri- 



vons les équations aux différences ci-dessus, sous la forme générale : 

- A
k 

X
k-1 

+ 
Bk.Xk 

- C
k 

X
k+1 

=
k 	k  = 1,2.,..N 	(VIII.2.3.14) 

où N est le nombre total des noeuds du maillage selon la direction 

considérée. Si nous notons U.X la forme matricielle du premier membre 

de l'équation (VIII.2.3.14), on se rend compte que la matrice U k  est 

une matrice tridiagonale. L'inversion d'un tel système peut ètre rapide et 

efficace, si on utilise un algorithme direct, issu d'une modification 

de l'algorithme de l'élimination Gaussienne 

Il reste encore à préciser les conditions aux limites 
n+1/3 	n+2/3 

sur u 	, ui 	qui sont nécessaires pour obtenir la solution effec- 

tive du système des équations linéaires. En effet, examinons en 

détail 	le système qui résulte de l'équation (VIII.2.3.6) (selon la 
n+ direction 0-1);nous devons connaître les vitesses intermédiairesu 1/3
i 

sur le n frontières r2 , perpendiculaires à l'axe 0-1. Evidemment, on 

peut penser que connaissant à tout moment les vitesses u
i 

sur la fron-

tière on pourrait prendre : 

n+1/3 

	

u. 	= 	0(At) 

	

1 	1 

= u n+1  + 0(At) (VIII.2.3.15) 

Ou bien, pour s'approcher de la forme de l'équation (VIII.2.3.5), 

inverser cette relation selon un algorithme explicite de la forme : 

n+1/3 
u. 	= (1 + At . A ) u. + 0(At) 1 	1 (VIII.2.3.16) 

Toutefois, les approximations (VIII.2.3.15) (VIII.2.3.16) 

ne respectent pas la consistance du schéma général et peuvent conduire 

à des erreurs importantes près de la frontière. 

Nous pouvons respecter la consistance du schéma 

si on suppose pour le moment que les vitesses u n+2/3 sont données 
n+1/3 surlafrontière. 	
1 	peuvent ètre obte- 

nues selon le schéma aux différences général. 



En effet, en introduisant l'opérateur A2  d'après l'ex-

pression (VIII.2.3.9)dans l'équation (VIII.2.3.7),on a : 

n+2/3 	 n+1/3 n+2/3, 	At 	2 n+2/3 ui 	= u 	- At u2 	u1 
i 	

R 
- A2 u

i 
e 

En appliquant cette relation sur la frontière r
2 (i = 2 ), 

on obtient : 

n+2/3 

	

- At/R . 	u A2 n+2/3 n+1/3 u
2 e 2 2  

u2 n+2/3 
1 - At G u2 

(VIII.2.3.18) 

n+1/3 Connaissant donc un+2/3 sur  r2 on peut déduire u2 2 n+1/3 
(sauf aux coins). Les vitesses u 1 	peuvent par la suite être 

obtenuesen utilisant la relation (VIII.2.3.17). En effet, on trouve : 

n+1/3  = u n+2/3 	n+1/3 (G
2

u
1 
n+2/3, 	At 2 n+2/3. 

u1 	1 
At u2 	 — tà

2 u
1 R

e 

La détermination maintenant des vitesses uni-2/31 	sur r
2 

pose des problèmes aigus. On peut évidemment ne pas respecter la 

consistance du schéma en prenant : 

u r2+2/3 = u
n 

+ 0(At) J. 

n+1 =  ui 	+ 0(At) (VIII.2.3.19) 

ou encore à partir de (VIII.2.3.7), l'approximation : 

n+2/3 

	

u. 	= (I  +  At  •  A ) u. + 0(At) 

	

1 	 2 	1 (VIII.2.3.20) 

Mais si on veut respecter le schéma général, nous sommes 

obligés de recourir à l'équation (VIII.2.3.3 ), qui nous donne : 

n+2/3 = un+1  + At G. pn+1 u. 1 	1 	1 (VIII.2.3.21) 



Cette condition étant implicite, nous pouvons envisager deux procédés 

d'approximation : ou bien approcher (VIII.2.3.21) par itération ou la 

remplacer par la condition explicite : 

u r...1+2/3 = u
n+1 + At G pn 

1 

Nous donnerons les détails sur l'influence des conditions 

aux limites intermédiaires dans le chapitre suivant sur un exemple 

précis de calcul. Mais déjà, nous pouvons dire que la difficulté 

d'assurer la consistance du schéma sur la frontière, constitue l'in-

convénient principal de la méthode. 

Nous avons pensé nous affranchir des difficultés causées 

par les conditions aux limites des vitesses intermédiaires en adop-

tant un procédé implicite de surrelaxation. En effet, on peut résou-

dre l'équation qui donne les vitesses auxiliaires u? +1/2 , en adoptant 

un paramètre de pondération faisant intervenir les vitesses u aux 

niveaux de temps n et n + 1/2. Notre objectif étant d'obtenir des so-

lutions économiques aux faibles nombres de Reynolds, nous avons in-

troduit be coefficient de pondération uniquement pour les termes de 

diffusion. Au cours des expériences numériques, nous avons constaté 

que dans le cas de l'écoulement d'un fluide visqueux seul,le schéma 

implicite n'était guère plus économique que le schéma direct de la 

méthode I.V.P. : ceci tient au fait que le gain obtenu en augmentant 

le pas du temps At, est compensé par le temps de calcul supplémentai-

re, qui nécessite l'itération sur les vitesses. D'ailleurs, lorsque le 

nombre de Reynolds est faible, le temps nécessaire pour obtenir le 

régime permanent est réduit, ce qui justifie l'efficacité de la métho-

de I.V.P. directe. 

Toutefois, le schéma implicite de surrelaxation s'est ré-

vélé particulièrement efficace dans le cas du déplacement des inter-

faces. En effet, dans ces conditions et lorsque le nombre de Reynolds 

est faible, on peut suivre le déplacement du front avec un pas At 

beaucoup plus élevé que le pas nécessaire, pour assurer la stabilité 

du schéma explicite. 
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Référons-nous à la figure 61 et modifions le schéma aux 

différences (VIII.2.2.20) en introduisant le coefficient de pondéra-

tion 0 	X 	1. On a : 

n 	X At 	n+1/2 	 n+1/2 	n+1/2 u
n+1/2 

2 
{u

r+1/2„s+1 r+1/2,s 	
u
r+1/2,s 

+ 	+ 	 - 2 u
r+1/2,s  + ur+1/2,s-1 R Axe  

(1-X)At  n 
- 2u

n  n -4- 
R Ax

2 ur+1/2,s+1 	r+1/2 	
u 

,s 	r+1/2,s-1 
e 

 

At  n+1/2 	n+1/2 Ivn  - V 

ReAx

2 	r+1,s+1/2 	r+1,s-1/2
+V

1/2 

- v
n 	1 
r,s+1/2 

où Q
n 
représente l'approximation aux différences du terme de convection 

1 
par rapport à l'axe 0-1. 

De manière analogue, partant de l'équation (VIII.2.2.22) 

nous pouvons écrire : 

n+1/2 n 	n 	X At 	n+1/2 	n+1/2 	n+1/2 
v
r,s+1/2

= v 
 r,s+1/2 +42 +lvr+1,s+1/2

-2v
r,s+1/2+Vr-1,s+1/2 ReAx 

(1-X)At Ivn  
-2v

n  
+v

n  

Re Ax
2 	r+1,s+1/2 	r,s+1/2 r-1,s+1/2 

At  r n 
-u

n+1/2 	n+1/2 
-u

n  

Reàx
2
tur+1/2,s+1 r - 1/2.s+1

+U
r-1/2,s r+1/2,s I 

Nous constatons que les équations (VIII.2.3.23) 

peuvent nous amener à deux systèmes d'équations algébriques linéaires 

couplées entre elles, avec comme inconnues les vitesses un+1/2 
et 

vn+1/2
. Leur résolution peut devenir efficace en adcptant la méthode 



itérative de Gauss-Seidel. Pour améliorer la vitesse de convergence 

on peut introduire le paramètre w d'accélération 

de convergence. Si (k+1) représente la valeur de u 	ou de 
n+1/2 

vn+1/2 à la (k+1)ème itération, on prend par extrapolation : 

de l'itération, 

-1 (k+1) 	rék)
) T 

est donné selon les expressions (VIII.2.3.23),(VIII.2.3.24). 

(R+1) 
	

( k) + (VIII.2.3.25) 

En ce qui concerne la résolution du système, on a parcouru 

le domaine ligne par ligne et à Chaque noeud du maillage, on a cal-

culé la vitesse 
un+1/2 

puis la vitesse 
vn+1/2. 

 Sur la frontière, 

nous avons calculé les vitesses u r.1, +1/2 en utilisant en général l'ex- 1 
pression (VIII.2.3.22). Nous discuterons sur la détermination du 

coefficient de surrelaxation optimal dans le paragraphe (VIII.4.1) 

où il sera question de la stabilité de la méthode numérique. 

Il est temps maintenant de revenir au problème physique, 

que nous nous sommes fixé au début de cette étude, à savoir l'écou -

lement de deux fluides visqueux en contact. 

Rapportons-nous au chapitre VII, où nous avons analysé 

le modèle mathématique du problème. En combinant les avantages de 

la méthode I.V.P. et la formulation intégrale des premiers princi-

pes de conservation de la masse et des quantités du mouvement, nous 

allons exposer la méthode numérique I.V.P. en écoulement diphasique 

(DIPHA-I.V.P). 

LA METHODE ITERATIVE DES VARIABLES PREMIERES EN ECOULEMENT 

DIPHASIQUE (METHODE 

Le modèle mathématique que nous avons examiné dans le 

chapitre VII, fait apparaître les propriétés de l'interface sépa-

rant deux fluides immiscibles. En particulier, il met en évidence 

le rôle singulier de l'interface en tant que frontière mobile déli- 



mitant deux fluides en mouvement. La brusque discontinuité des pro-

priétés physiques de ces fluides, conduit aux conditions de raccorde-

ment des contraintes visqueuses. 

Une telle présentation du problème mathématique, peut 

nous amener tout naturellement à considérer l'interface comme une 

couche limite, sur laquelle viennent se raccorder deux solutions des 

équations de Navier-Stokes. 

Du point de vue mathématique, le problème est bien posé. 

En effet, compte tenu du'fait que les équations de Navier-Stokes 

sont de second ordre, sur la frontière commune, il reste à déter-

miner quatre constantes. Ceci est tout à fait compatible avec les 

quatre conditions de raccordement, deux pour les vitesses et deux 

pour les contraintes. 

Du point de vue numérique , nous avons essayé tout au 

début de ce iravail, d'exprimer sous forme de différences, les équa-

tions de raccordement des contraintes au voisinage de l'interface. 

Toutefois,étant donné que le maillage n'est pas adapté sut l'inter-

face, les approximations aux différences étaient trop compliquées. 

Par ailleurs, au cours du déplacement de l'interface, les distances 

entre les points interfaciaux et les noeuds du maillage devenaient 

parfois trop petites, ce qui faisait tendre la valeur de l'expres-

sion discrète des dérivées progressives ou régressives à l'infini. 

Nous avons pu penser donc que la meilleure solution était 

d'adapter le maillage à l'interface et de traiter le problème en 

coordonnées Lagrangiennes. Cette manière de procéder, entraîne évidem -

ment une déformation continue des mailles ; lorsque les gradients 

de vitesse deviennent trop importants, la distorsion des cellules 

peut provoquer une erreur appréciable[74] . Etant donné la géométrie 

non cylindrique du domaine d'écoulement dans le cas de notre problème, 

on risquait de se trouver dans ces conditions. 

La solution que nous avons adoptée enfin et qui nous a 

conduit à mettre au point la méthode DIPHA-I.V.P. consiste à décou -

pler l'interface du reste du maillage. Pour cela, nous avons intro- 



duit un ensemble de particules qui simulent de manière discontinue 

l'interface ; ces particules se déplacent en coordonnées Langran-

giennes sur le maillage Eulérien et fixe, qui couvre l'ensemble du 

domaine. 

Dans ce qui suit, nous allons examiner comment ce traite-

ment de l'interface et la formulation intégrale des premiers principes 

de la mécanique des fluides, peuvent nous conduire à la méthode numé-

rique DIPHA-I.V.P. 

VIII.3.1. Principe de la méthode et les équations aux différences  

Revenons aux équations de Navier-Stokes en écoulement 

diphasique. Selon la forme adimensionnelle (VII.2.10) de ces équa-

tions et en l'absence de forces extérieures, nous pouvons écrire : 

(k) 	 (k) 
Dui 	 (k) 

(k) 	Dui  + u. 	. 
at 	 Dx. 	ax. 1 

2 	(k) 
V u. 1 (VIII.3.1.1) 

où les coefficients e et 	sont variables, suivant les propriétés 

physiques du fluide considéré. Dans le domaine D
1
(t)

' occupé par le 

fluide ()1  nous avons : 

= 1 

tandis que dans le domaine 

UL 
Rel — 	si x 6 0

1 (t) 

1 

e (2) 
P 
(1) 

R
el 	 v Cl) 

• K = R 	• 	si xe D
2
(t) el 	

v
(2) 
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L'approche numérique de l'équation (VIII.3.1.1) est 

particulièrement difficile au niveau de l'interface, où la varia-

tion des coefficients 	et gest brutale ; en fait, comme nous l'a- 

vons montré dans le paragraphe (VII.2), sur l'interface, l'équation 

dynamique nous conduit aux relations de raccordement des contraintes 

visqueuses. 

Nous pouvons faire abstraction de ces difficultés en 

reprenant la formulation intégrale de l'équation de conservation 

des quantités de mouvement au voisinage de l'interface : la brusque 

discontinuité des coefficients g et  g.  disparait et les approxima-
tions aux différences deviennent plus naturelles. 

Partons de l'équation intégrale de la conservation des 

quantités de mouvement à l'intérieur du domaine 0(k)occupé  par 

les particules du fluide k. Nous avons : 

—
d  (k) 

(p 	.u. 	0 - 	a. 	n dr  iJ 
dt 	

f 	(k) (k)
)d 

 

Le développement de la dérivée particulaire du premier 

membre de cette relation, l'utilisation de la loi contraintes-

déformations du fluide newtonien et la mise sous forme adimensionnel-

le de l'équation résultante nous a amené dans le chapitre VII 

à l'équation intégrale : 

(k) jr. 	Du. 
	 dn—e,pn.dr - 	u. u. n.dr + (k) 

1 	j 	1 j 

	

f 	(k) (k) 

(k) Du (k)  
1 aui 	i  { 	 + 	} n dr 	(VIII.3.1.2) 

.1 
9x

i 	
bci 

• 



où : 

R
el 

= 1= si x £D1  (t) 
V I 	

( VI II .3. 1 .3 ) 

cl, (2) p  

(1) 

(I) 
R el  x 	si x 	D2 (t) 

D'autre part, pour le fluide k, nous avons l'équation de 

continuité : 

(k) 

	

u. 	n. dr =0 

	

J 	J 

Discrétisons maintenant suivant le principe de la méthode 

I.V.P. l'équation (VIII.3.1.2) suivant un algorithme à pas fraction-

naires. En omettant l'indice k, nous avons : 

n+1/2 n 

1 1dQ = 	u.u.n dr'+jr 	
4 + 
	n.dT + 0(At) 

	

u 	-u. 	 Du 	Du l  

	

{ 	 
At 	

1 j j 
Dx.ax. 

(VIII.3.1.4) 

TAS-2 	t 

n+1 n+1/2 

{ 	  

	

A 	
ldn = 	n. dT + 0(At) 

1 

u. 	-u. 
(VIII.3.1.5) 

Dorénavant, la méthode DIPHA-I.V.P. cuit le méme cheminement que 

la méthode I.V.P. : en effet, la discrétisation de la relation intégra-

le (VIII.3.1.4) paut nous fournir le champ des vitesses auxiliaires 

u r.14.1/2 , tout en tenant compte du coefficient de diffusion variable 1e. 1 
Ensuite, la combinaison entre la forme discrète de l'équation 

(VIII.3.1.5) et la formulation itérative de l'équation de la continuité 

sous la forme : 

f An 	 1 
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n 1 m+1 	n,m 	n+1,m4- 1 61-  LOV 	) 
Pr,s 	= P  r,s (VII I.3.1.6) 

peut nous donner simultanément p n  et les vitesses au niveau du 

temps n + 1. 

Le point fondamental donc de la méthode est la 

discrétisation de l'équation (VIII.3.1.4) et le traitement des con- 

ditions sur les frontières macroscopiques du domaine d'écoulement. 

Reprenons les maillages décalés de la figure 64 et exa-

minons la discrétisation de l'équation VIII.3.1.4 au voisinage de 

l'interface. 

f  -1 r+i X 

   

interface 
FLUIDE 

Vr 

U r- 1  iS 

— 

L JLLLJ  
 Ile 

r• 

I  

5- 

5+1- 

V 

U ry 1 

- 

Uri ps  

FLUIDE 

Figure 64. Discrétisation de l'équation dynamique au voisinage de 

l'interface 



Nous rappelons que les pressions sont définies aux 

• barycentres des cellules, les vitesses horizontales aux milieu 

des côtés verticaux, tandis que les vitesses v au milieux des 

côtés horizontaux. En plus, cette fois-ci, nous introduisons un 

tableau de valeurs discrètes R , qui détermine le coefficient rs 
au barycentre de cha que cellule. Selon les relations (VIII.3.1.4) 

lorsque rs appartient au fluide 0 R rs  représente le nombre de 

Reynolds R e1
. Si rs se trouve à l'intérieur du fluide 0 R est 

rs 

égal à 	Re1 x 	 
v
(2) 

•Ceci étant, examinons maintenant la discrétisation de 

l'intégrale : 

fr 
1 

au . 
	

au
j 

+ 	n dr 
DX 	aX

i 

qui fi g ure dans l'équation (VIII.3.1.4). Prenons tout d'abord la 

projection de ce terme suivant l'axe 0-x Ci = 1, j = 1, 2, n
1 = nx 

n2 = nY 
 ). On a : 

Du 	DU 

ax j 	a xi 	fr . 	ax 	fr 

4 	
+ 

1 	j)  n d . r 	— • Du 	d 2 
--.nx

dl' 

	

1 Du 	3v + 

	

ay 	ax 
n dr 

Y 

(VI11.3.1.7) 

En utilisant l'approximation (VIII.2.2.12) et selon la -Figure 	64 

pour une cellule centrée sur le point r+1/2,s, on a : 

v (1) 



Vi st 1- 
I 2 

U 1' 4112,54 

FLUIDE Çi 
v ç  

Figure 65. 

f 	aU. 	DU I 	1 	- 1 
-(--- + ----'2-In dr -.{  2 1 	; 

r a a)( 	- j 	R r.,„1 , s .  — AX  (
u
r+312,s 

- u
r+112,S

) 

	

_I 	1 

2 	1 
ur+1/2,s r-1/2,s

)1 Lx 

rs 

	  . 	

, 	

)1Ax 

	

ur+1/2,s+1
-u
r+1/2 

+V 	 -v 
,s. r+ 1,s+1/2r,s+1/2 

R
r+112,s+112 Ax  

1 	1 . -(u v 
r+1/2,s

-u
r+1/2,5 - 1

4-V
r+1,s - 1/2

-
r,s - 1/2

)1Ax 
 Rr+1/2,s - 1/2 

(VI11.3.1.6) 

De lamême manière, selon la direction 0 -y, nous pouvons écri - 

re : 

.-K4  
Dx. Dx 

J )n.dT .1: - n OF 1: 
•  Dy Y 
	 Dx 	Dy 	x  

1 
Du 	Du. 2 Dy 	 1 ay_ i h-) n dr 

I.  ri 
	...(V111.3.1.9) 
X 

FLUIDE 0 interface 

'-- --O--  -.X.-.--..0 

- 

lit:'4  
OI 

I I I   
r 	e. _  V s 1 

--- 	.... 	.- 
• 

541 

Y 



Suivant la figure 65, discrétisons maintenant l'équation 

(VIII.3.1.9) sur la frontière r de la cellule centrée sur le point 

r,s+1/2. 

	

f 1 aui 	91-i j  
--( 	+ 	)n dl' 	. {  2  

j 
F 	Dx. 	Dx. 	

R
r,s+1 

	

3 	1 

1 , 
• —L vr,s+3/2 -vr,s+1/2 )- 
AX 

2 	1  
-L 

, 
. 	 )1 yr,s+1/2 -vr,s-1/2 	

AX 
 

1 +{ 	  .ly
r+1,s+1/2

-y
r,s+1/2

+u
r+1/2,s+1

-u
r+1/2,s lAx 

R
r+1/2,s+1/2 	AX  

1 	1 , 
. 	 -u vr,s+1/2 vr- 1,s+1/2

+u
r-1/2,s+1 r-1/2,s 1 àx 

(VIII.3.1.10) 

Pour le calcul effectif des vitesses auxiliaires un+1/2. 

suivant les schémas (VIII.3.1.6) et (VIII.3.1.10) on doit déterminer 

les coefficients RrS  qui correspondent aux cellules rs. Dans la 

méthode DIPHA-I.V.P., la détermination des coefficients R 	s'effectue rs 
automatiquement, en fonction dE la position de l'interface. Ensuite, 

les valeurs R
r+1/2,s+1/2 Rr+1/2,s-1/2' Rr-1/2,s+1/2 sont déterminées 

par interpolation de la valeur du coefficient de viscosité cinématique. 

Examinons le principe du calcul. Comme nous l'avons 

déjà mentionné, l'interface S(t) est simulée à l'instant t, par un 

ensemble de particules.. Les coordonnées x i (i = 1, 2) de ces parti-

cules sont considérées en tant que coordonnées Langrangiennes ; 

àx r,s 

AX R
r- 1/2,s+1/2 
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en général, elles  ne  sont pas Cohfondues,avec les noeuds dU . mail-: 

lege. 

Supposons donc, comme le montre la figure 66  ,  qu'à Pins-

tant t, nous connaissons les coordonnées x
i des particules interfa-

claies. Par exemple, on peut disposer d'une formule analytique qui 

FLUIDE ® 04 ot rez /P-fali-e  1 	o n  
j 

122 
0 

R., 
0 

INTERFACE 

21  
0 

r  a  
I 	RI 
(J0 

I 

R, o 

R1 
o 

R.2 
o 

.. R2lie  
•-o 

Pie  

r. 
R.,‘  

I
r R 

e0a  A  te: 
, _ 

% 
0 1  0 0 

01 0 0 0  1 FLUIDE® 

Figure 66. 

nous donne la forme initiale de l'interface. Alors le premier pas 

du calcul consiste à relier les points successifs par des segments 

de droites et trouver les intersections de ces droites avec le 

maillage Eulérien. Ensuite, on peut représenter l'interface à l'in- 

térieur de chaque cellule par une ligne droite, qui relie les points 

d'intersection de l'interface, avec les côtés de la cellule. On 
	

; 

suppose é ce moment-là, que le maillage Eulérien est assez fin pour 



avoir deux points d'intersection seulement par cellule. 

If est maintenant aisé de calculer pour chaque cellule 

les surface E l  et E2 1 qui appartiennent au fluide 'l ou fluide 2 

(figure 66 J. Le coefficient R pour la cellule en question, est 

ensuite déterminé de la manière suivante : si la surface E
1 est 

plus grande que la moitié de la surface totale de la cellule, on 

prend R = R
1 

= R
el 

= UL/v
(1) 

; sinon on pose : 

v
(1) UL  

R = R2 = R 	. 	
- R

e2 
- 	. Etant donné que ces coefficients 

el 	v (2) v (2) 

sont définis au centre de chaque cellule, leur détermination selon 

le rapport des surfaces occupées par l'un ou l'autre fluide à l'in-

térieur des celluleslimites, correspond à l'approximation de l'in- 

terface par une ligne polygonale, brisée, suivant les lignes du mail-

lage Eulérien (figure 66 ). 

Les résultats numériques que nous rapportons dans le cha-

pitre XI, montrent que ce traitement de l'interface conduit à des 

résultats lisses et satisfaisants, même dans le cas de contrastes 

de viscosité élevés. Par exemple, on peut vérifier que pour M= 10, 

les conditions de raccordement des contraintes sur l'interface sont 

satisfaisantes. 

Il reste encore à préciser la manière selon laquelle nous 

déplaçons les particules interfaciales au temps n + 1. Ceci ne 

constitue pas une difficulté essentielle. En effet, en coordonnées 

Langrangiennes, les vitesses u i 
des particules inter-Faciales sont 

définies comme : 

u. 
dt 

où x. sont les coordonnées 72:3 particules. 
1 

La discrétisation de cette relation, peut nous permettre 

de définir l'interface au temps n + 1. 

dx. 
1 



En effet, nous avons : 

n+1 
x. 	=x

i 
+ At • ui 

(VIII.3.1.11) 

Les vitesses u
i 

sur l'interface peuvent être déterminées 

par interpolation. Dans la pratique, l'interpolation linéaire à deux 

dimensions, que nous avons utilisée, nous a donné de bons résultats. 

Le schéma d'interpolation proposé par la méthode 

M.A.C. [164] utilise une pondération sur les surfaces. Comme le montre 

la figure 67 	, imaginons une cellule centrée sur la particule k 

en déplacement sur le maillage Eulérien. 

u
k 

E 1 u 1  • E2
u
2 

+ E
3
u
3 	

E
4
u
4 

Figure 67.  Interpolation de la vitesse u k  

La vitesse horizontale u k 
sera une pondération des vitesses voisines 

u 1' u2' u 3' u 4 avec les coefficients de pondération les surfaces 

EEEE 
1' 	2' 	3' 	4' 

Examinons maintenant le traitement des conditions aux 

limites extérieures tout en tenant compte de l'interface. 
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Figure 68. 

VIII.3.2. Les conditions aux limites  

Près des frontières, les équations aux différences ont 

été modifiées en utilisant des approximations progressives ou ré-

gressives. 

Examinons par exemple la modification du terme de diffu-

sion suivant la direction 0-x. 

Pour la cellule centrée sur le point r + 1/2, 2, nous avons : 

1 

 

—(--- + 	J )n. dl' 
âx 	1- au . 
	

Du. 

Dx n
x 	n dl' 

	

Dy 	ax Y 

Du 	 1 Du 	av 

2 	1 	 2 	1 
-{ 	. --lu 	 . 	u r+3/2,2 -u

r+1/2,2 	 r+1/2 ,2 -u   r-1/2,2 )} Lx + 
R
r+1,2 	

Ax 	 Ax 
rig. 



2.1 mi 

+I 
, 

.  -LU 	 -v - r+112, 	r+1/2,2 +  ,vr+1,2+1/2 	r,2+1/2 )1 	Ax 
Ax 

8 	 1 
—  ur+1/2,1 	 -. 1/21 	ur+1/2,3 )1 Ax 3 	 3 

r 	
(VI11.3.2.1) Vr+1,1 -v r,1 )1 Ax + 	O ( Ax

2
) 

Rr+1/2,2+112 

,I 1 

1 
. 

Ax 

Rr+1/2.1  

1 

Rr+1/2,1 

Pour trouver l'équation correspondante selon la direction 0-y 

posons : i = 2, j = 1, 2, n l  = nx , n2  = n . Pour la cellule centrée, 
Y 

sur le point 2,s+1/2, (figure 69), nous aurons : 

1  / 2//j/ 3 //// 	/, 

x 	Ax 

interface AX 

Y 

Figure 69. 
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,  aui 	Bu 

	

1,av 	au, 
4-  ax -ii )n j  dr -•  -;  . —aeyv  nec'',  + 	_,____ + ___, n is  

f J r 	
el  ax 	ay x 

r e" 

L I  2  	
• 	

r 	 , 	2 	1 , 
— L 

v2,s+3 /2
-v
2,s+1/2 J- 

R2s

.
--A7

* 
R2 	

V
2 

. 	
,s+1/2

-v
2,s-1/2 )}ex 

,s+1 	AX 

44 	  r 
 

. 	 )1Ax y3
-v

2,s+1/2+u2+1/2,s+1
-u

s 

	

Ax 	' R2+112,s+112 

_{ 	1 	1 ( 	8 . --- 
 v  R1s+1/2 	AX 	

1,s+1 12
+3v 

 2,s+1/2
-v

3,s+1/2
)1Ax 

3 ,  

/ 	1 	I (  .
1,s+112

-u
1,s

)1 Ax + OCàx
2

) 
R

1
R 11112 AX 

(VI11.3.2.2) 

La détermination des coefficients R
rS  qui figurent dans les expres-

sions (VI11.3.2.1) et (V111.3.2.2) s'effectue de la méme manière que 

pour les molécules du calcul situées à l'intérieur du domaine. 

Nous allons exposer maintenant, brièvement, un algorithme 

implicite de surrelaxation, que nous avons expérimenté en liaison 

avec la méthode DIPHA-I.V.P ; tout de suite après, nous présenterons 

l'organigramme général du calcul. 
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VIII.3.3. Algorithme implicite  

n+ Pour déterminer le champ des vitesses auxiliaires u 1/2
i 

selon l'équation [V111.3.1.4) nous avons appliqué un algorithme 

implicite d'itération simultanée sur les vitesses u et v. 

Pour s'affranchir du critère de stabilité très sévère dû 

aux termes de diffusion [faibles nombres de Reynolds), nous avons 

remplacé les vitesses u, v qui apparaissent dans les équations 

(VI11.3.1.8, 10), par les mêmes vitesses prises au pas de temps 

n+1/2 (coefficient de pondération X = 1). On aboutit ainsi à des 

expressions sur lesquelles nous pouvons appliquer la méthode ité-

rative de Jacobi. Cette itération devient plus efficace en intro-

duisant le coefficient de surrelaxation w défini d'après l'équation 

(VI11.2.3.25). Nous arrivons ainsi à la formulation itérative des 

équations (VI11.3.1.4), sous la forme suivante : 

r -1 	 1'4.1 
	

X 

1  	interface 
FLUIDE 2 

9 
V I 
v e4-1. 

e 
— — 

P„...  
U Ir- 

I i 

II 

Figure 70. 
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Figure 71. 

Direction 0-x  

On pose : 

	

At 	2 	2 1  
a 	 1 

Ax
2 

R I ,s r,s 	
R
r+1/2,s+1/2 	

R
r+112,s-1/2 

n+1/2,k+1 
u 	

n+1/2,k 
(1 - w) 

n1/2,k 
 + 	 

r+1/2,s 1 +a 

w 	At 	r 2 	n+1/2,k+1 	1 	n+1/2„k 

	

+ 	 . 
• 2 	• ur-1/2,s 	 • 111:+1/2,5-1 i.

1+a 	Ax 
rs 	

R
r+1/2,s-1/2 

	  . u n+1/2,k 
r+1/2,s+1 

1  n 

	

v +1/2,k+1 	n+1/2,k+1 11  

	

r+1,s-1/2 	vr,s-1/2 jj 	

(VI11.3.3.1) 
R
r+1/2,s+1/2 

où Q
n 

indique les termes de convection selon la direction 0-x. 
1 

Rr+1/2,s+1/2 

+ 	2  . u
n+1/2,k 1 	n+1/2,k 	n+1/2,k+1

) r+312 
	+ 	(v

r+1,s+112
-v

r,s+1/2 R
r+1,s 	 R

r+112,s+1/2 

r-, 	r 7 	 r*1 

Direction 0-y 
	

X 

S -1 FLUIDE  2 interface 

• I  -d - 

V..1_.  
....- 	 ' 

• 

s+1 ^ 

Y 
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On pose : 

At f  22 	1 	1  = 	 1 
Ax

2 
Rr,s+1 	

R
rs 	

R
r+1/2,s+1/2 	

R
r-112.s+112 

vn+
r,s+1/2 	

(1 - w) v
1/2,  k+1 	 Qn n+1/2,K 

+ 	 
r,s+1/2 	 2 

1+ 8  

	

+ w 	At r 2 • vn+1/2,k+1 	1 	n+1/2,k + t 1/t. 	 . v
r-1,s+112 

. 

	

1+8 	Ax
2 

R Rr- 1/2,s+1/2 r,s  

	

+ 	1  . vn+1/2,k 
r+1,s+1/2 

 

n+1/2,k 	n+1/2,k+1 
. (u

r-1/2,s+1 
 - u

r-1/2,s (VIII.3.3.2) 
R
r-1/2,s+1/2 

Près des limites, les formules VIII.3.3.1 et VIII.3.3.2 

sont modifiées à l'aide des différences progressives. Pour le calcul, 

l'itération s'effectue ligne par ligne en ajustant simultanément les 

vitesses u et v. 

VIII.3.4. Organigramme de calcul  

Faisons maintenant la synthèse des résultats partiels con-

cernant la résolution des écoulements diphasiques selon la méthode 

DIPHA-I.V.P. 

R
r+1/2,s+1/2 

+ 	2  . vn+1/2,k + 	1  . (un+1/2,k 	n+1/2,k+1 1  
r,s+3/2 	 r+1/2,s+1 - ur+1/2,s ' R

r,s+1 	
R
r+1/2,s+1/2 

1./ La première étape du calcul consiste à lire les données 

telles que le pas du maillage ix, la pas du temps At, les constantes 
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qui fixent la géométrie du domaine et les critères de convergence 

des diverses itérations qui interviennent. On donne ensuite lecture 

aux valeurs initiales des vitesses et des pressions ainsi que de la 

forme initiale So de l'interface. Ces valeurs initiales peuvent par 

exemple être obtenues selon une formule analutique approchée, qui 

dépend du problème spécifique. D'autre part, l'interface initiale 

permet de délimiter les domaines D
1 (0), D2 (0) occupés par les deux 

fluides et d'affecter ainsi les coefficients Rrs convenables au centre 

de chaque cellule. 

2./ Le temps ayant progressé d'un pas, on calcule d'abord 

le champ des vitesses auxiliaires u
n+1/2 vn+1/2

. Si on adopte un 

schéma explicite on utilisera les équations (VIII.3.1.4) dans lesquel-

les les termes de diffusion sont donnés par les expressions 

(VIII.3.1.8, 10). Près des frontières, on utilisera les expressions 

modifiées (VIII.3.2.1), (VIII.3.2.2). Si on choisit un algorithme 

implicite, on peut utiliser les équations (VIII.3.3.1) et (VIII.3.3.2) 

dûment modifiées près des frontières. Dans ce cas, les vitesses 	, 

u
n+1/2 

vn+1/2 sur la frontière peuvent être calculées d'après l'ex- 

pression (VIII.2.3.21) ou (VIII.2.3.22). 

3./ On calcule la divergence des vitesses auxiliaires 
uy n+1/2 

4./ On calcule le champ des pressions suivant le procédé 

itératif (VIII.2.2.27) (VIII.2.2.a.6). On remarque que ces formules 

restent valables dans le cas de la méthode DIPHA - I.V.P., lorsque 

le contraste des masses volumiques K = p (2)
1p

(1) 
- 1. Si K X 1, elles 

sont légèrement modifiées. 

L'itération de la pression peut être effectuée dans un 

sous-programme, après la détermination du coefficient Ar t. 

5./ On calcule les vitesses un" , vn"  selon la forme dis-

crète de l'expression (VIII.3.1.5) (voir formules VIII.2.2.21, 23). 
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On calcule les vitesses des particules interfaciales 

par interpolation. L'interface S 1+1 
est ensuite avancée en utili-

sant les expressions 

7.1 On détermine les points d'intersection de l'interface 

avecle maillage Eulérien et on affecte les coefficients R rs  au centre 

de chaque cellule. 

8./ A la sortie, on imprime les résultats tels que les 

vitesses un+1 , vn+1 , les pressions p
n 
2t les coordonnées xn+1 des 

particules de l'interface. On revient à l'étape 2 du calcul, jus-

qu'à obtenir la solution au temps ta fixé d'avance. 

Les différents stades du calcul peuvent être résumés dans 

l'organigramme suivant : 



VIII.4. STABILITE ET CONVERGENCE NUMERIQUE 

Pour étudier la stabilité numérique du problème de Navier-

Stokes, nous devons constater tout d'abord qu'il s'agit d'un système 

d'équations aux dérivées partielles non linéaires du type mixte, para-

bolique-hyperbolique. En plus, dans le cas de l'écoulement diphasique, 

les coefficients qui interviennent dans les équations ne sont pas 

constants. Dans ces conditions, il n'existe pas actuellement une méthode 

rigoureuse permettant l'étude de la stabilité numérique du problème. 

Toutefois, si on examine la structure de l'opérateur diffé-

rentiel, nous pouvons se rendre compte que le risque d'apparition 

d'instabilités locales devient apparent dans deux cas asymptotiques: 

a) aux faibles nombres de Reynolds, à cause d'une diffu-

sion 'excessive, due aux forces de viscosité, 

h) aux nombres de Reynolds importants, à cause de la pré-

pondérance des termes convectifs. 

En effet, dans les deux cas, au cours du calcul, les erreurs 

d'arrondi peuvent ne pas rester bornées ; ceci provoque les instabilités 

numériques, qui conduisent à des solutions physiquement aberrantes. 

Examinons donc tout d'abord le premier cas asymptotique. 

Lorsque le nombre de Reynolds est très faible, en négligeant les termes 

de convection, on aboutit à l'équation linéaire de la diffusion : 

a u1 1 	,2 - — v ui  
at 	R

e 

(VIII.4.1.) 

Sur un maillage homogène de pas Ax, prenons les approxima-

tions suivantes : 

âu. 
- 

Dt rs 

n+1 
u. 	- u. 1,rs 	1,rs 

+ 0(1t) 	(VIII.4.2) 
At 



a2u 	u
i(r+1,$)

- 2 u
i(r,$) 	ui(r- 1,$)  

+ O(x2 ) 2 
Dx1 	 ttx

2 (VI11.4.3) 

(VIII.4.4) 
a2 ui 	ui(+1) 	 + u - 2 u 

r,s 	 i(r,$) 	i(r,s-1) 
+ O(x2 ) 

Nous pourrons étudier la stabilité de l'équation (VIII.4.1) 

suivant la méthode classique de VON NEUMANN [72] . En appliquant 

une décomposition harmonique sur l'erreur de discrétisation des dif-

férents termes de l'équation aux différences, on aboutit à la condi-

tion de stabilisation de l'erreur, sous la forme : 

At 	1 

Reàx
2 — 

4 
(VIII.4.5) 

Examinons maintenant le deuxième cas limite lorsque les 

termes convectifs deviennent prépondérants. 

Le nombre de Reynolds étant très élevé, nous pouvons négli-

ger les termes de diffusion. On obtient ainsi l'équation quasi-

linéaire : 

au. 	au 1 	i 
+ U. - - O 

J at 	Dx. 
J 

(VI11.4.6) 

Afin de pouvoir appliquer la méthode de VON NEUMANN, nous 

pouvons.  linéariser cette équation par l'intermédiaire de-la vitesse 

maximale IV 1 m du fluide dans le domaine d'écoulement. Nous écrirons 
donc l'équation (VI11.4.6) linéarisée sous la forme : 

au. 	 Du. 	au 
+ 'vi ril  • 	+ 	. 

Dt 	 Dx1 	Dx2 

(VI11.4.7) 



Pour le terme convectif, choisissons une approximation 

régressive du premier ordre de la forme : 

Du. 1. 
Pi m 	 = Pi m  . 

u
i(r,$) - u

i(r - 1,$) 
 + 0(Ax) 

Dx 1 
 r,s 	 Ax 

(VI11.4.8) 

Dans ces conditions, la méthode de VON NEUMANN nous conduit au 

critère : 

(V111.4.9) 

Par contre, si on choisit une approximation aux différen-

ces centrée par les termes convectifs et donc de l'ordre de Ax
2

, 

l'analyse linéaire de la stabilité montre qu'aucune valeur de At 

n'assure la stabilité. Ceci est la conséquence immédiate de l'absen-

ce de viscosité physique (termes de diffusion nuls) dans l'équation 

(VI11.4.8). 

On peut donc penser qu'en considérant les deux cas limites 

selon les équations (VIII.4.1) et (VI11.4.8), le critère de stabi-

lité le plus strict assurerait la stabilité de l'équation complète. 

Nénamoins, la superposition du terme convectif et du terme de dif-

fusion, peut nous conduire à un critère de stabilité plus sévère. 

En effet, considérons l'équation iinéarisée : 

Du 	Du. 	au. 
i .10 	( 	. 	1)= 1 	u.  

I 	l m 
Dt 	9x 	Dx

2 
R
e 1 

(VIII.4.10) 

Avec les approximations aux différences du types (VI11.4.2) pour la 

dérivée par rapport au temps, du type (VI11.4.7) et donc régressive 

pour les termes de convection et centrée comme (VI11.4.3., 4) pour les 

temesde diffusion, l'analyse de VON NEUMANN nous conduit au critère 

de stabilité : 
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At 	 (VIII.4.11) 

Ivi 
Ax 	ReAx 

A Utilisons maintenant un schéma centré de l'ordre de 0(moc 2 
 ) 

pour le terme convectif. En écrivant : 

Du. 
10 ( 1 ) 	 u  . 	i(r+1,$) 	

u
i(r-1,$)  

l m 	 )1.11 	 + O(x2 ) 	(VIII.4.12) 
Dx r,s 

1 	
2 Ax 

L'analyse linéaire de la stabilité de l'équation (VIII.4.10) 

nous conduit aux critères : 

R Ax
2 

At 	e 	 (VIII.4.13) 
4 

2  
At 

Re IV1 
 ni 

(VIII.4.14) 

Etant donné que la méthode I.V.P. utilise des schémas cen-

trés du type (VIII.4.12) pour les termes convectifs, nous pouvons 

dire qu'en général les critères (VIII.4.13) et (VIII.4.14) constituent 

les critères de stabilité dela méthode. On peut remarquer que la con-

ditbn (VIII.4.13) est identique à la condition de stabilité locale 

(VIII.4.5) ; lorqu'elle n'est pas satisfaite, la solution présente 

des oscillations, qui évoluent de manière exponentielle. De l'autre 

côté, lorsque la condition (VIII.4.14) n'est pas satisfaite, la so-

lution diverge exponentiellement et de manière monotone. 

Pour mieux comprendre la signification physique des insta-

bilités dues au non respect de la condition (VIII.4.14) appliquons 

la méthode de l'analyse des erreurs de discrétisation (HIRT, 1968[7]). 

Pour simplifier, reprenons l'équation linéarisée (VIII.4.10) 

à une dimension : 

4 u__-- + 	 
2

) 



au 	• 	2 

	

+ IVI • — = -- 	
a u 

 • 

Dt 	m 	
2 

Dx 	Re 	Dx 
 (VI11.4.15) 

Appliquons les approximations du type (VI11.4.2), (VI11.4.3) 

et (VI11.4.12). Nous aurons : 

n+1 
ur 	

-  u r 	
IVI m 	n 	n 	 1 	n 	 n 

4- 	{ur+1 	ur-1 j 	2 tur+1 - 2 u
r  + u r-1 At 	2 Ax 	 Re Ax 

(VI11.4.18) 

Si nous considérons les termes de l'équation (VI11.4.16) comme des 

fonctions continues, en développant chaque terme en séries de 

Taylor autour du point (x t), on obtient : 

Du1„1 	Du _ 	- 1 	a 2u 	1 	D2 u 
-+ n'I r,  • — 	 + D(Ax2 , At

2
) 

Dt 	Dx 	Re Dx
2 	àt . 

Dt
2 

(VI11.4.17) 

où on a arrêté les développements aux termes de l'ordre de Ax 2 
et 

de At
2
. La dérivée seconde par rapport au temps, peut être exprimée 

à l'aide de l'équation (VI11.4.15). En effet, on a : 

iv i2 	D2u 	
2IVI 

m 	- 	+  — 	
4 

1 au 

+ 0(At) (VIII.4.18) 
Dt

2 	I l m  
Dx

2 
Re 	Dx

3 	
Re Dx 

 

En combinant les équations (VI11.4.18). (VI11.4.17) et en tenant 

compte rien que des termes de l'ordre At et àx2
, on obtient : 

Du 	i v i m  .  Du . [ 1 	_ At iv12) D 2 L..,1 

3t 	 Dx 	Re 	2 	Dx- 
(VI11.4.19) 



Cette équation est l'é q uation linéarisée de la diffusion 

convective, avec un coefficient de diffusion égal à la quantité 

—1 - AI IVI 2 . Nous concluons donc que les erreurs de discrétisation 
Re 	2 

ont fait apparaître une diffusion numéri que négative, qui se super-

pose à la diffusion due à la viscosité physique. Le calcul est 

stable, lors que la diffusion due à la viscosité physique est plus 

grande que la diffusion numéri que. A d'autre termes si : 

1At . iv i 2 

2 
(VIII.4.20) 

Nous constatons que ce critère est tout à fait équivalent 

à la condition (VIII.4.14). Lorsqu'il n'est pas satisfait, l'équa-

tion VIII.4.19 Présente un coefficient de diffusion négatif, et donc 

sa solution diver ge de manière exponentielle. 

Mais l'avantage de la méthode de l'analyse des erreurs de 

troncature apparaît dans le cas des problèmes non linéaires. On peut 

ainsi obtenir des critères de stabilité approximatifs, mais très 

précieux dans la pratique, pour les opérateurs non linéaires. 

Examinons par exemple l'équation de NAVIER-STOKES a une 

dimension : 

at 	
2 

ax 	Re 	ax 
 

Si nous appliquons la même méthode d'analyse que pour 

l'équation (VIII.4.15), nous trouvons à la place de l'équation 

(VIII.4.19), le résultat : 

Du 	au 	r 1 	At u
2 	Ax2 	Du . D

2
u 

— + u • — 1- 	 . ) 
 

Dt 	ax 	R
e 	2 	2 	

Dx 	ax2 

au 	au 	1 	a2u +- — = 



Dans .ce cas, le critère (V111.4.20) doit être remplacé 

par la condition : 

At.ivI 2  
1 	 m 	Lx

2 	l av i  
• 1-1 

2 	2 	ax  m 
(VI11.4.21) 

où IVI m et Ir-1 
Dx m 

sont la vitesse et le gradient de vitesse maximaux 

dans le domaine d'écoulement. Le critère (V111.4.21) est un critère 

de stabilité non-linéaire.  

Comparons maintenant les termes qui apparaissent dans les 

conditions de stabilité (VI11.4.20) et (V111.4.21). Nous constatons 

tout d'abord que le terme commun : 

At 

2 

est dû aux erreurs d'approximation de premier ordre pour la dérivée 

des vitesses par rapport au temps. Du point de vue physique, ce 

terme montre qu'il y a risque d'instabilités dans les régions d'écou-

lement où les vitesses deviennent élevées. Ces instabilités sont 

bornées, lorsque le pas de temps est suffisamment petit pour respec-

ter la condition : 

2  
At < 

R e IV 
(VIII .4.22) 

Le second terme qui apparalt dans le critère (VIII.4.21) 

est dû à l'approximation centrée du terme convectif. Ou point de 

vue physique, ce terme montre qu'on peut s'attendre à des instabi-

lités dans les régions où les gradients de vitesse sont élevés ; 

pour évitercela on doit prévoir un pas de maillage Ax assez faible 

pour que le critère (VIII.4.21) soit satisfait. Nous pouvons donc 
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ainsi déterminer approximativement et à partir de la relation 

(VIII.4.21) la dimension Ax du maillage en fonction du nombre de 

Reynolds et du gradient maximal des vitesses. En particulier, 

le maillage doit être fin dans lesrégions où le gradient des vites-

ses estimportant 	d'ailleurs, c'est dans ces endroits que les ins- 

tabilités physiques, dues à la turbulences, apparaissent d'abord. 

Les expériences numériques que nous présenterons par la 

suite, confirment le bien fondé des critères (VIII.4.20) et 

(VIII.4.21) et font apparaitre la différence entre le critère de 

stabilité linéaire et non linéaire. 

En écoulement diphasique, nous avons respecté les mêmes 

critères en tenant compte du nombre de Reynolds le plus défeveable 

(Re défini dans le fluide 1 ou 2 ). En plus, pour s'assurer que 

l'interface se déplace au cours du temps At sur une distance infé-

rieure à la moitié du pas de maillage Ax, nous avons respecté la 

condition : 

At < AX  

21Vi m  

L'analyse de la stabilité numérique que nous venons d'expo-

ser, est valable pour le comportement de l'opérateur différentiel 

à l'intérieur du domaine. Très souvent, dans la pratique, les 

instabilités viennent des limites, surtout lorsque les approximations 

de l'opérateur différentiel sur les frontières ne sont pas consis-

tantes aux appproximations de l'opérateur à l'intérieur. L'applica-

tion de la méthode I.V.P. dans des cas concrets de calcul, nous 

a montré que pour cette méthode, ces risques d'instabilité sont 

minimes. 

En tout état de cause, lorsque le calcul est stable, on 

peut se poser la question de savoir si la solution est convergente, 

c'est à dire si pour Ax 	0 et At ± 0 la solution, numérique tend 

vers la solution exacte du problème. A ce propos, il suffit de rap- 
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peler le théorème d'équivalence  de LAX [76] selon lequel un pro-

blème bien posé et formulé aux différences de manière consistante, 

amène nécessairement à une solution convergente du moment où les 

conditions de stabilité sont satisfaites. 

VIII.4.1. Stabilité numérique de l'équation de la pression et coef-

ficients de convergence optimaux  

Nous devons remarquer que les critères de stabilité, que 

nous avons évoqués jusqu'ici, concernent exclusivement les termes 

de diffusion et de convection, sans tenir compte de l'intervention 

de la pression. 

Selon la méthode I.V.P. la pression peut ètre calculée 

suivant le processus itératif exprimé par les équations (VIII.2.2.27) 

Le choix du pas de temps fictif LT qui intervient dans ces rela-

tiens, peut conduire à des instabilités numériques. Pour mieux com-

prendre la source des ces instabilités, examinons tout d'abord 

une approximation explicite du gradient des pressions. En combinant 

les équations du type (VIII.2.2.25) et (VIII.2.2.26) avec l'équation 

(VIII.2.2.24), on obtient : 

n,m+1 	n,m 	Lr 	At 	n,m 	n,m 	n,m 	n,m 	n,m p 	 * + p 	4 n 	+ 	 - 4p 	1 - 
r,s 	 2 	Pr+1,s 	r-1,s - r,s+1 - r,s-1 	r,s 

Ax 
 

_mim"1/2 
rs 

Il est évident que l'expression (1/III.4.1.1) est une ap-

proximation aux différences del'équation aux dérivées partielles : 

Dp = a  v2 p - f , a  . .àt 	 (VIII.4.1.2) 
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Lorsque l'itération (VIII.4.1.1) converge, on atteint 

la limite asymptotique de l'équation (VIII.4.1.2); Cette limite 

représente d'ailleurs la solution de l'équation de Poisson : 

V
2 

p = fia 
	

(VIII.4.1.3) 

L'analyse linéaire de la stabilité (VON NEUMANN) appliquée 

à l'équation (VIII.4.1.1) nous amène au critère de la stabilité : 

AT ‹ 
àx2 
	

(VIII.4.1.4) 
4At 

Ce critère est plutôt draconien et conduit à un pas AT 	très faible. 

Le temps de calcul devient alors important. 

Une première amélioration, nous conduit à appliquer la 

méthode de surrelaxation. En écrivant l'itération (VIII.4.1.1) 

sous la forme : 

pn,m+1 	n,m 	Artit 	n,m 	n,m+1 	n,m 	n,m+1 	n,m- 4 p 	1 p { + o 	+ p 	+ o  
r,s 	r,s àx2 	Pr+1,s - r-1,s 	r,s+1 - r,s-1 	r,s 

1\T  unp+1/2 ) 
 rs 
	 (VI I I .4. 1.5) 

La méthode de VON NEUMANN nous conduit au critère de sta- 

bilité 

àT 
	Ax

2 	
(VIIII.4.1.6) 

2àt 

La vitesse de convergence de l'itération (VIII.4.1.4) 

peut ètre augmentée davantage en utilisant le schéma implicite de 

DUFORT-FRANKEL. Nous avons déjà constaté que ce schéma nous conduit 

à la formule itérative (VIII.2.2.27). Dans ce cas, la valeur opti- 



male du coefficient de convergence (AT) 	dépend fortement des con- opt 
ditions aux limites. Etant'donné que pour la pression, ces conditions 

sont du type de NEUMANN, l'analyse théorique de l'optimisation devient 

compliquée. Mais on peut avoir recours à l'expérience. 

Au cours de nos essais numériques, nous avons constaté que 

la valeur (At) opt 
se situe au voisinage de la valeur limite donnée 

par le critère (VIII.4.1.6). Pour les problèmes que nous avons trai-

tés (AT) opt 
dépasse de 10 à 20 % la valeur de Ax 2

/2At donnée par 

l'expression VIII.4.1.6. 

Il reste encore à examiner la valeur optimale du coefficient 

de relaxation w
opt 

qui intervient au cours de la détermination 

implicite des champs des vitesses auxiliaires. Dans le cas de 

l'écoulement diphasique l'étude théorique du problème selon les équa-

tions (VIII.3.1.1) est très difficile du moment que le coefficient 

est variable. Toutefois, nous pouvons chercher quelques indications 

sur la valeur w
opt lorsqu'on tient compte du coefficient Qle plus 

défavorable. 

Dans ce cas, et en tenant compte de l'équation de continuité, 

nous pouvons vérifier que les équations (VIII.3.3.1., 2) constituent 

un schéma itératif de surrelaxation de l'équation : 

Du 	1 2 
u+ 

Dt 	R 

où u représente les vitesses auxiliaires et Q les termes de convection 

au temps n At. 

Si on discrétise l'équation (VIII.4.1.7) selon le schéma impli-

cite qui correspond aux équations (VIII.3.3.1, 2), on a : 

m+1 
- u

m 
u 

 
r,s r,s _  1  {u 

 
m+1 um+1 um+1 um+1 

- 4 um+1 } + Q' 
Rx2 	r+1,s 	r,s-1 	r,s-1 	r-1,s 	r,s At 

(VIII.4.1 .8 ) 



.244 

L'équation (VIII.4.1.2) peut se mettre sous la forme matriciel-

le suivante : 

Au=  B 

où u est lamatrice colonne de la solution et B la matrice colonne 

comprenant les termes de convection et les valeurs de u au niveau m. 

En décomposant la matrice A, selon l'expression : 

A =I - L -  U 

et en introduisant le coefficient de relaxation CID (voir équation 

(VIII.2.3.25)), nous pouvons écrire l'équation VIII.4.1.9 sous la" 

forme : 

(I - wL) u
m+1 

= {(1 - w) I + w Ul u
m 

+ B 

Il est classique de montrer 	que lorsque la matrice A 

satisfait à la condition de YOUNG ) la valeur optimale du coefficient 

de convergence w
opt 

est donné par l'expression : 

wopt 
2  

1 +  
(VIII.4.1.10) 

où y est la plus grande valeur propre de la matrice L + U. 

Pour le schéma VI1I.4.1.$ nous avons : 

2Œ  

	

- 		 
1+4a

o  

At  où : 	a - 
o 

 
ReAx 

{2 cos Tr Ax} 	 (VIII.4.1.11) 

(VIII.4.1 .1 2) 



Nous devons insister sur le fait que la détermination du 

coefficient optimal de convergence selon les expressions (VIII.4.10) 

(VIII.4.11) et (VIII.4.12) ne correspondent pas rigoureusement à 

l'itération donnée par les expressions (VIII.3.3.1, 2). Toutefois, 

au cours des essais numériques, la .  formule (VIII.4.10) nous a été un 

guide précieux. 



CHAPITRE  IX 

VERIFICATION PRELIMINAIRE DE LA METHODE ITERATIVE 

DES VARIABLES  PREMIERES 

Avant de procéder à l'étude numérique du problème dipha-

sique, nous avons vérifié au préalable la justesse et la précision 

de la méthode I.V.P. Deux problèmes ont été retenus : la circula-

tion d'un fluide visqueux à l'intérieur d'une cavité rectangulaire 

(figure 72 a) et l'écoulement unidimensionnel dans un conduit rectan-

gulaire (figure 72 b). 

Figure  72. 



Le premier problème constitue le prototype des écoulements 

à lignes de courant fermées et il a été largement étudié dans la litté-

rature. Nous avons pu ainsi vérifier la justesse et la précision des 

résultats de nos expériences numériques. Le deuxième problème, quoi-

que trivial, permet d'éprouver la méthode numérique dans le cas où 

il y a des vitesses perpendiculaires à la frontière (vitesses de 

succion). 

En reprenant la chronologie de nos expériences, nous avions 

pensé tout au début de ce travail, que rassociation d'un algorithme 

implicite à la méthode I.V.P. présenterait beaucoup d'avantages. En 

effet, compte tenu de la stabilité inconditionnelle de l'opérateur 

implicite à l'intérieur du domaine, nous pouvons choisir un pas de 

temps At assez large, ce qui réduit le temps réel du calcul. Quant 

à la.précision il suffit de prendre At = 0(Ax
2
), afin que l'approxi-

mation globale soit du second ordre par rapport au pas du maillage. 

Nous avons donc expérimenté tout d'abord l'algorithme implicite 

présenté der:1s le paragraphe VIII.2.3. Cet algorithme, lié à la méthode 

des directions alternées, permet la désintégration de l'opérateur 

différentiel à une dimension ; nous pouvons l'appeler "méthode loca-

lement unidimensionnelle" (I.V.P.-L.U.0.). Toutefois, les essais nu-

mériques que nous allons présenter, nous ont révélé un certain nombre 

d'inconvénients de la part de cette méthode. C'est pour cela que 

nous avons repris nos essais avec un schéma permettant de calculer 

les champs des vitesses auxiliaires de manière explicite. Nous allons 

vérifier dans la suite de ce travail, que cette version de la méthode 

I.V.P. associée aux maillages décalés, est un moyen de calcul parti-

culièrement efficace. 



=  U  = 1 

U
1 
 = 

U
2 
 = 

1 =1 

IX.1. ESSAIS NUMERIQUES SUIVANT L'ALGORITHME IMPLICITE (I.V.P.-L.U.D.) 

IX.1.1. Organisation du  calcul   

La figure 73 résume les caractéristiques géométriques et 

les conditions aux limites du problème de la circulation d'un fluide 

visqueux dans une cavité. 

Figure 73. 

La vitesse de référence U est la vitesse horizontale et 

uniforme imposée le long de la face supérieure, tandis que la lon -

gueur de référence L correspond à la dimension du domaine carré. Le 

choix de ces grandeurs caractéristiques nous permet de dire que la vis-

cosité cinématique du fluide en mouvement v est égale à 1/R où R e 	e  

est le nombre de Reynolds. 



La méthode numérique permet d'obtenir les solutions en ré-

gime non permanent par la suite d'une brusque application des condi-

tions aux limites. On impose donc à t = 0 les vitesses sur la limite 

supérieure : 

u 1  = 1 	, u2 = 0 , 0 < x 1 
< 1 	x

2 = 0 	(IX.1.1.1) 

et" nous atteignons le régime permanent comme la limite asymptotique 

de l'écoulement instatIonnaire. Dans la plupart des cas, nous sommes 

partis d'une solution initiale très grossière en posant les vitesses 

et les pressions nulles dans tout le domaine. Etant donné les condi-

tions aux limites IX.1.1.1, le champ des vitesses initial ne vérifie 

pas l'équation de la continuité. Ceci n'est pas grave puisque l'algorithme 

I.V.P. permet d'obtenir par itérations au pas de temps suivant, un 

champ de vitesses conservatif. 

Le programme du calcul,rédigé en FORTRAN IV, comprend un 

programme principal et deus sous-programmes. Le premier sous-program-

me appelé TROIAG, traite les systèmes linéaires à une dimension, qui 

nous donnent les vitesses auxiliaires u
n+1/3

,  u
n-'-2/3

. Comme nous 

l'avons vu dans le paragraphe (VIII.2.3) la matrIce de ces systèmes 

est tridiagonale et nous l'avons inversée suivant une adaptation de 

l'élimination Gaussienne . 

Le deuxième sous-programme, appelé SÛR, effectue l'itéra-

tion sur la pression, suivant la formule (VIII.2.2.27). L'itération 

est analogue à une surrelaxation et on estime au préalable la valeur 

du coefficient (C) opt' 

Le calcul est effectué selon l'organigramme suivant : 



ECRIRE 

n.1 	n.1 
UL , P 

C.A L CULER 

P n +1 

CALCULER 

n.1 

SOUS PROGRAMME 
TRDIAG 

5r/U2. P di.)-G RA 1,4 M E 

SO R 

251 

= n • 1 

CALCULER : 

ui n • 1/3, ui n • 2/3 

CALCULE_ R : 

v  n•1/2 

I STOP 



IX.1.2. Stabilité et précision de l'algorithme I.V.P.-L.U.D.  

Les premières expériences ont été effectuées sur un mail-

lage centré. On définit donc au même point les vitesses u i  et la pres-

sion p. Nous avons vérifié tout d'abord la stabilité inconditionnel-

le de l'algorithme implicite en choisissant un pas de temps At très 

large. Expérimentalement, nous pouvons juger de la stabilité du cal-

cul en suivant la variation dans le temps de la valeur maximale des 

variables dépendantes 	si la méthode est stable, le graphe ne pré- 

sente pas des oscillations ou bien les oscillations initiales finis-

sent par s'amortir. 

Pour chaque expérience numérique, nous distinguons deux 

notions : 

a) Convergence de l'itération sur l'équation de la pression  

Le critère de convergence que nous avons adopté est le 

suivant : 

max ip
n+1,m+1 	n4-1,m, 

P 
rs 

 

(IX.1.2.1) ■ 

 

1 n+1 ,m! 
max lp 
rs 

où 6 est une constante de l'ordre de O(x2 ) ou de 0(Ax
3
). Dans la 

plupart des cas, nous avons pris : 6 = 8 x 10 -4 . 

b) Convergence dans ie temps  

L'obtention du régime permanent est reconnue selon le 

critère : 

max I u ni-1 	nt u.1 
1 rs 

< C (IX.1.2.2) 

 

max lun  I 
rs 



où c a une valeur que nous avons choisi de l'ordre de 10 -4 	10
-5

. 

Dans le tableau suivant, nous présentons les caractéristi-

ques de l'essai 1 A. 

- 	N°  R e Ax At 6 c Temps de calcul sur 
IBM 7044 

1A 100 1/10 0,2 

2 àx 

= 0,001 

Ax3 
= 10

-4 

_‘ 

2' 	50" 

u l  
Dans la figure 74 , nous avons porté la valeur 

U max 

du domaine D en fonction du temps. On voit bien . 	l'amortissement 

asymptotique de la solution selon une loi de type exponentiel. Etant 

donné que le pas de temps est large et que la précision du schéma 

numérique est de l'ordre de 0(At), la solution obtenue est assez 

loin de la solution exacte. Toutefois, la description qualitative du 

phénomène est correcte. En effet, après 50 pas de calcul, c'est à di-

re au temps adimensionnel t = 10, nous obtenons d'après le critère 

IX.1.2.2., la solution en régime permanent. Dans la figure 75, la re-

présentation des vecteurs vitesse montre 	bien le mouvement tourbil- 

lonnaire du fluide. 

Nous avons par la suite examiné la justesse et la précision 

de la méthode en affinant le pas du maillage àx et le pas du temps At. 

Le tableau suivant, résume les caractéristique des essais, que nous a 

avons en général effectués sur l'ordinateur C.I.I. 10070. 
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N °  Ax At 6 c Temps-de calcul sur 
CII 10070 

2A 1/10 0,02=2Ax
2 

10
-3  

10 -4 1 mn 30s 

3A 1/10 0,01 	= Ax2 10
-3 

10
-4 

3 mn 0 s 

4A 1/10 0,005-1 Ax2 
2 

10
-3 

10
-4 

5 mn 30 s 

--- 
5A 1/14 0,01&2Ax

2 
10

-3  
10

-  
4 mn 45 s 

6A 1/14 0,01=2Ax2 
-4 

10 10
_ 

sur IBM 7044 ee- 20 mn 

7A 1/14 0,005=Ax
2 10

-3 
10

-4 
10 mn 15 s 

SA 1/20 0,005=2Ax
2 

10
-3 

17 mn 24 s 

Les figures 76 a, b, c, représentent la distribution des 

vitesses horizontales le long de la ligne verticale au centre de la 

cavité. Dans ces figures, les résultats scnt comparés aux solutions 

obtenues par MILLS (1965, [177]) et BUGGRAF (1966, E78.] ). Tous les 

deux ont utilisé la méthode de la fonction de courant et de la 

fonction tourbillon afin de résoudre les équations de NAVIER-QTDMES 

en régime permanent. BUGGRAF [78] a utilisé des maillages très fins 

(50 x 50) et nous pouvons admettre que la solution qu'il propose 

est la solution exacte. 

L'examen des fiEures 76 a. b, c, entraîne les remarques 

suivantes : 

1/ Pour un maillage donné, la diminution du pas de temps 

At entraîne une diminution de l'erreur de l'approximation. Néanmoins, 

la réduction de l'erreur n'est pas appréciable d'autant plus que le temps 

du calcul augmente de manière inversement proportionnelle au pas At. 



2/ La précision du calcul est déterminé surtout par la di-

mension du pas de maillage Ax. Du point de vue physique, ceci est 

naturel, puisque la structure de l'écoulement, produit des gradients 

de vitesse et de pression très élevés et dont l'appréciation n'est 

possible que pour Ax faible. 

3/ D'une manière générale, l'algorithme souffre d'un manque de 

précision. En cherchant les causes, nous nous sommes aperçus que les 

erreurs provenaient surtout des approximations aux limites pour le 

calcul des vitesses auxiliaires. 

En effet, nous avons déjà remarqué dans le paragraphe 

(VIII.2.3) qu'étant donné le caractère implicite de l'algorithme, 

on doit connaître les conditions aux limites des vitesses auxiliai-

res. Les essais que nous avons déjà présentés, utilisent comme 

vitesses auxiliaires sur les limites les vitesses obtenues d'après 

les formules (VIII.2.3.16), à savoir : 

n+1/3 

	

u. 	= (I + At A ) u. + 0(At) 

	

1 	 1 	1 

n+2/3 

	

u
i 	

= (I + At A
2
) ui + 0(6t) 

(IX.1.2.3) 

(IX.1.2.4) 

L'utilisation des expressions (VIII.2.3.22) ne nous a pas 

permis d'obtenir une itération convergente, probablement à cause 

de la brusque augmentation de la pression au voisinage de t = 0 (due 

à la discontinuité provoquée par les conditions aux limites). 

Pour mieux juger de l'importance des conditions aux limites 

intermédiaires, nous avons effectué l'essai N °  9A en posant comme 

vitesses auxiliaires : 

n+1/3 	n+2/3 
U. 	= U. 	= 	O(At) 
1 	 1 	1 

(IX.1.2.5) 

La comparaison entre les résultats des essais 8A et 9A dans la fi-

gure 76 d, souligne l'importance des conditions aux limites inter-

médiaires. 
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L'examen des résultats ci-dessus, nous montre que l'ampli-

tude de l'erreur se propage selon une longueur d'onde égale à 2àx. 

Ceci est normal lorsqu'on songe qu'en définissant la pression sur les 

noeuds du maillage, l'itération sur la pression s'effectue sur un 

maillage de pas 2 àx. 

Tous ces inconvénients disparaissent lorsqu'on adopte les 

maillages décalés, que nous avons présenté dans le paragraphe 

(VIII.2.2) en même temps qu'un schéma explicite pour le calcul des 

vitesses auxiliaires. 

IX.2. ESSAIS NUMERIQUES SUIVANT L'ALGORITHME SEMI-EXPLICITE 

Cet algorithme utilise un schéma explicite de la forme 

(VIII.2.2.20, 22) pour le calcul des viteàses auxiliaires et un 

schéma implicite pour le calcul de la pression (équations VIII.2.2.27). 

L'organisation du calcul suit l'organigramme de la méthode I.V.P.- 

L.U.D. (paragraphe IX.1) à la seule exception que les vitesses auxi-

liaires sont calculées directement dans le programme principal. 

IX.2.1. Stabilité,  justesse  et précision 

Avant tout, les essais 1B et 28 nous ont permis de vérifier 

les critères de stabilité (VIII.4.13), (VIII.4.14). Voici les 

caractéristiques de ces essais : 



N °  R
e 

Ax At 6 c Temps de calcul 
sur CII 10070 

10 1 1/20 5 x 10 
-4 

8 x 10
-4 

10
-5 

5,4 mn 

26 

, 

100 1/20 0,02 8 x 10
-4 

10
-5 

8,8 mn 

Dans la figure 77 on a représenté la variation de la pression 

maximale adimensionnelle dans le domaine D, en fonction du temps 

(essai 16). Etant donné que les conditions initiales sont très défa- 

vorables à la suite de l'application brusque des conditions aux limites, 

on observe une augmentation importante de la pression au cours des 

premiers pas de temps. Cette augmentation tend à compenser la dis-

continuité provoquée par l'application des conditions aux limites et 

tend à se stabiliser par la suite lorsqu'on s'approche du régime 

permanent. 

Sur le plan du calcul, ceci correspond à un nombre élevé d'i- 

térations pour atteindre la convergence sur la pression, aux pre-

miers pas de temps ; peu d'itérations suffisent par la suite, pour 

arriver au même résultat. Dans la figure 78, nous pouvons nous rendre 

compte de la diminution du nombre des itérations en fonction du temps. 

Ce nombre d'itérations dépend fortement du choix du paramè-

tre AT , qui intervient dans l'itération sur la pression. Etant 

donné que cetteitération intervient à chaque pas de temps, il est 

absolument nécessaire pour l'économie du calcul, de recherche le para-

mètre AT optimal. Dans la figure 79, nous avons porté la variation du 

nombre des itérations cumulées après 50 pas de temps, en fonction du 

paramètre AT . Dans ce cas particulier, des conditions Lux limites, 

nous avons trouvé : 

(Ar) opt 
= 1,12(

Ax2 

2At 



Ce résultat confirme les prévisions théoriques que nous avons 

données dans le paragraphe (VIII.4.1) . 

Afin de vérifier maintenant la justesse et la précision de 

la méthide I.V.P-, nous comparons dans la figure 80, la distribu -

tion des vitesses horizontales, le long de l'axe de symétrie de la 

cavité, obtenue selon l'essai 2B, aux résultats de BURGGRAF Eng . 

Nous constatons que la concordance est remarquable. 

L'avantage considérable de la méthode I.V.P. explicite, c'est 

que nous pouvons avoir une grande précision sur les vitesses et 

surtout les pressions de manière économique. En effet, pour l'essai 

26 par exemple (Re  =100, Ax = 1/20, At = 0,02) on atteint le régime 

permanent après 8,8 mn de calcul sur C.I.I. 10070 (compilation com-

prise). 

Examinons maintenant le problème-test de l'écoulement d'un 

fluide dans un conduit prismatique (figure 72 b). La solution est 

triviale puisqu'elle nous donne le profil parabolique de Poiseuille 

dans tout le domaine. Toutefois, l'utilisation de l'algorithme I.V.P. 

complet à deux dimensions va nous permettre d'examiner son comporte-

ment, lorsqu'il y a intervention des vitesses de succion sur les li-

mites. 

Dans le carré  0  < x l  ç 1, 0 < x2  :5, 1, imposons donc les 

conditions aux limites : 

u
1 

= 4 x
2
(1 - x

2
) 	u

2 
= 0 	pour x

1  = 
 0 et x

1 
= 1 

u l  = 0, u2  = 0 	 pour x2  = 0 et x2  = 1 

La vitesse de référence est donc la vitesse maximale sur la 

ligne desymétrie, tandis que la longueur L du carré est choisie com-

me longueur de référence. La solution exacte du problème stationnaire 

est la solution de Poiseuille : 

u 1 = 4x(1 - x2
) , u

2 
=0,p=C-x

1  dans D 

C est une constante arbitraire. 



Pour obtenir la solution numérique, nous imposons brusquement 
au tempst=0,lescorietionsauxliriliteslesvitess esth e les pres- 

sions p étant nulles à tout point à l'intérieur du domaine. La solu-

tion du régime permanent est donc atteinte comme la limite asymptoti-

que du régime transitoire. Nous avons constaté que les résultats sont 

identiques pour n'importe quel nombre de Reynolds. 

Le tableau ci-dessous, donne les caractéristiques de l'essai 

36. 

N °  R At 6 c Temps de calcul 
sur CII 10070 

35 100 1/20 0,02 8 x 10
-4 

10
-5 

4,77 mn 

En comparant les résultats du régime permanent à la solution 

de Poiseuille, les erreurs absolues maximales ont été les suivantes : 

e(u 1  ) = 2,5 x 10
-3 

, e(u2 ) = 2 x 10
-5 

, e(p) = 1,5 x 10
-3 

Nous avons donc pu constater que la méthode numérique se com-

porte bien dans le cas où on a un écoulement à lignes de courant 

fermées ou lorsqu'interviennent les vitesses de succion. 

Nous allons maintenant étudier le problème de l'écoulement 

dans une succession de pores qui fera apparaître ces deux effets 

juxtaposés. 
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CHAPITRE X 

STRUCTURE HYDRODYNAMIQUE ET ENERGETIQUE 

DE  L'ECOULEMENT  D fUN  FLUIDE VISQUEUX 

DANS UNE SUCCESSION PERIODIOUE DE CONVERGENTS -DIVERGENTS 

Nous disposons maintenant de tous les éléments qui nous 

permettent d'aborder le problème que nous nous somme posé au début 

de cette deuxième partie de notre travail. Ayant schématisé une 

succession de pores suivant un schéma périodique d'éléments conver-

gents et divergents, nous allons étudier par voie numérique les mé-

canismes fondamentaux du déplacement d'un fluide visqueux par un 

autre. Dans un premier temps, nous nous sommes efforcé d'étudier en 

détail la structure hydrodynamique et énergétique du problème en 

écoulement d'un seul fluide. 

X.1. INTERET DU PROBLEME ET SYNTHESE DES RESULTATS ANTERIEURS 

L'écoulement laminaire d'un fluide incompressible dans des 

canaux non prismatiques, présente des caractéristiques très particu-

lières, la géométrie du domaine faisant apparaitre, parfois de ma-

nière spectaculaire, des tourbillons à la suite d'un décollement des 

lignes de courant. La détermination des caractéristiques hydrodyna-

miques de ces tourbillons, et en particulier l'intéraction énergéti- 
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que entre le domaine d'écoulement à lignes de courant fermées et 

l'écoulement principal, présente un caractère fondamental. 

Lorsqu'on essaie d'étudier l'effet des irrégularités des pa-

rois sur la structure de l'écoulement par voie analytique approchée, 

le problème devient vite inextricable à cause de l'importance des 

termes non linéaires intervenant dans les équations de NAVIER-STOKES, 

en fonction de la géométrie du domaine et du nombre de Reynolds. 

La plupart des travaux antérieurs étudient le problème d'une 

variation locale brusque ou régulière de la section par voie numéri-

que (MACAGNO et HUNG, 1967, [60] ) ;EBARRE, 1968, [62] ) ; CALEIX. 

1972, [64] ) ; (LEE et FUNG', 1970, P91 ). FORRESTER et YOUNG ont 

étudié le même problème par voie analytique approchée (1970, [80] ). 

CHOW (1970, [81] ) et récemment CHOW et SODA (1972, [82] ) ont utilisé 

la méthode des perturbations, afin d'étudier l'écoulement dans un 

tube à sectim périodiquement variable ; le petit paramètre est le 

rapport entre l'amplitude de la rugosité des parois sur le diamètre 

moyen du tube ou le diamètre moyen sur la longueur d'onde des parois. 

Les résultats obténus sont qualitatifs et en tout cas valables pour 

les faibles nombres de Reynolds. 

Le tableau VII, résume les caractéristiques des travaux anté- 

rieurs. 
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Aute urs 

__ 

Problème Méthode d'approche 

Expérience Calcul 
numérique 

Analytique 
approchée 

MACAGNO et 
HUNG 	(1967) 

_ 

OUI OUI NON 

Ie" 	g ii,"" 

g 	 g I 
g 

F' g 

BARRE 
(1968) 

__ 

NON OUI NON 
LA 	 g 
1 	 , 

g 
g 

g 

ALEIX 
(1972) 

u,,,,,,,,1 	 I g 	 1 NON OUI NON 

I 

FUNG et 
LEE 	(1970) 

NON OUI 

	 _ 

NON 

---r,-777-rfee-.7".  

FORRESTER et 
YOUI"\IG 	(1970) 

".44 d.44 

• 

OUI 

_ 

NON 

_ 

_- 

OUI 

CHOW 
(1970) NON NON OUI 

, 

CHOW et 
SODA 	(1972) NON NON OUI 

Tableau VII.  Synthèse des travaux antérieurs 

Pour notre part, nous avons choisi une perturbation triangulaire 

de la forme des parois (figure 81). 

Figure 81. 
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Les rapport/s/  e = a/h et y = h/t nous fixent la géométrie 

du domaine ; a est l'amplitude et L la longueur d'onde des parois 

irrégulières. 

En fait, la géométrie de la figure a été proposée par 

HOUPEURT (1959, [83] ) en tant que modèle analogique du problème 

de l'écoulement d'un fluide visqueux en milieu poreux. Les expé-

riences faites au laboratoire (CHAUVETEAU, 1965, ET25.3 ), (BATRA 

et col., 1970, Dig ) ont montré que la corrélation entre le coef-
ficient des pertes de charge X et le nombre de Reynolds est de la 

même forme dans le modèle et dans un milieu poreux naturel. Le 

modèle analogique sert ainsi à élucider le domaine non linéaire de 

la loi des pertes de charge en écoulement laminaire. 

Le même problème a retrouvé depuis quelques années, son ac-

tualité afin d'étudier l'écoulement du sang dans les - artères de 

l'homme. En effet, les artères humaines présentent des rétrécisse-

ments (sténoses) qui modifient fortementles conditions de l'écoule-

mente  du sang et sont à l'origine de certaines maladies. Par exemple, 

l'augmentation de la résistance à l'écoulement, l'existence de ré-

gions à basse pression, qui provoquent un effet de succion ou de 

zones de fortes contraintes, peuvent endommager les globules rouges 

et détériorer les parois surtout dans les zones de séparation où 

il y a manque d'oxygène. 

Dans ce qui suit, nous étudions en détail l'écoulement plan 

d'un fluide visqueux dans la géométrie de la figure 81 . Le nom-

bre de Reynolds varie entre 1 et 1000.. Nous donnons par la suite les 

champs des contraintes et le bilan énergétique de l'écoulement. 

X.2.  TRAITEMENT NUMERIQUE DU PROBLEME 

X.2.1.  Définition du mailla se  et  des conditions aux  limites  

Afin de faciliter la logique du programme numérique, le mail-

lage a été choisi perpendiculaire au parois solides (figure 82 ). 



Ceci simplifie les expressions aux différences sur la frontière. 

Figure 82. 

Les équations de NAVIER-STOKES ont été donc écrites par rapport au 

système de référence xy de la figure 82 	. En utilisant les 

conditions de symétrie par rapport à l'axe horizontal, les équations 

ont été intégrées dans la moitié du domaine. 

En ce qui concerne les conditions d'entrée et de sortie, de 

sérieux problèmes se posent lorsqu'on ne connaît que la condition 

intégrale du débit O. En effet, pour bien 	poser le problème numé- 

rique, nous devons imposer la distribution des vitesses le long 

des frontières d'entrée et de sortie. Or, nous pouvons obtenir le 

même débit Q selon une multitude de lois de distribution aplaties ou 

effilées. 

Pour dépasser cette difficulté, nous avons utilisé la condition 

de périodicité de la solution en régime permanent. En effet, étant 

donné la périodicité de la géométrie, les caractéristiques hydrodyna-

miques telles que les vitesses et les pressions, doivent varier de 

manière périodique et avec la même longueur d'onde que la géométrie 

du domaine. Nous pouvons ainsi, au cours du temps, reprendre la dis-

tribution des vitesses calculées dans une section et l'imposer dans 

la section située en aval à une distance égale à la longueur d'onde. 
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Dans la pratique, nous avons procédé par itération dans 

deux éléments successifs. 

Comme le montre la figure 83 ,  en première approximation, 

Q 

 

1 14  APPROXIMATION 

 

 

 

2 ème  APPROXIMATION 

 

  

  

ReGIME PERIODIOUE 

Figure 83. 

nous imposons une distribution de vitesses arbitraire, mais res- 

pectant la conservation du débit, à l'entrée et à la sortie (3) 

Nous suivons ensuite l'évolution de la solution dans le temps. Lors -

que le régime permanent est atteint, nous obtenons une distribu-

tion des vitesses dans le col (2) (figure 83 a). 



En deuxième approximation, nous reprenons la distribution:des 

vitesses de la section (2) et nous l'imposons en tant que condition 

à l'entrée et à la sortie ; en suivant la solution dans le temps, 

une deuxième approximation est obtenue, en régime permanent (figure 

83 (b)). 

Le même procédé itératif se répète jusqu'à obtenir la même 

distribution des vitesses dans .  les sections (I) , (D et 0 (figure 

83 c). Dans ce cas, on atteint le régime périodique et permanent ; 

les vitesses dan e deux sections (y -y) et (y' -y') (figure 83 c) si- 

tuées sur une distance égale à la longueur d'onde R. , sont identiques. 

Comme nous allons le préciser par la suite, le procédé itéra-

tif ci-desus nous a donné pleine satisfaction ; le nombre des itéra-

tions nécessaires pour atteindre le régime périodique dépend du 

nombre de Reynolds et du choix de la première approximation. 

Avant de présenter les résultats du calcul nous allons discuter 

de quelques problèmes de stabilité numérique et d'économie du calcul, 

que nous avons rencontrés au cours de cette étude. 

X.2.2. Stabilité et précision du calcul  

La structure hydrodynamique du phénomène physique est large-

ment influencée par le nombre de Reynolds, mais surtout par la géo-

métrie non cylindrique du domaine d'écoulement. Cette géométrie, 

comme nous l'avons définie dans la figure 81 • est déterminée par 

les paramètres cmee.peeeepne$ = a/h et y = h/9, . Pour e 	0 le 

conduit devient prismatique, tandis que pour 8 = 1 nous avons ferme-

ture des cols. Dans la plupart de nos essais numériques, nous avons 

pris 8= 2/3 = 0,667, ce qui correspond à  un  rapport des largeurs 

H1 /H2 = 5 (figure 81 ). 



D'autre part, le paramètre y = h/L fixe le rapport entre 

la largeur moyenne et la longueur d'onde des parois. Lorsque y 

est petit, les cols apparaissent sur des longueurs d'onde impor-

tantes, tandis que pour y grand on rencontre les rétrécissements 

beaucoup plus souvent. Pour nos essais, nous avons choisi 

Y = 3/8 = 0,375. 

Le choix des paramètres B et y nous a permis par la suite 

de comparer les résultats du calcul numérique aux résultats ex-

périmentaux obtenus par G. CHAUVETEAU (1965, [25] ). 

Compte tenu de la géométrie non cylindrique du domaine, on 

peut s'attendre à des gradients de vitesse élevés et à une struc-

ture de l'écoulement très déformée. Le problème devient crucial 

juste après les cols ou l'échelle locale du phénomène est très fine, 

parla suite d'un décollement. Dans cette zone, l'intensité et le 

gradient de vitesse devient élevé, ce qui entraine des risques 

d'instabilité. Dans la pratique du calcul, les critères de stabi-

lité que nous avons examiné dans le paragraphe VIII.4 ont été un 

guide précieux. Dans la figure 84 nous montrons comment une di-

minution du pas de temps At, peut nous conduire à un calcul stable. 

Dans cette figure, nous avons représenté les distributions des 

vitesses juste après le col, obtenues au cours des essais 3T et 4T. • 

Les caractéristiques de ces essais sont les suivantes : 

N °  R e 
Ax At 6 remarques 

3T 100 1/28 0,01 8 x 10 -4 stabilité 

4T 100 1/28 0,02 
_ 

8 x 10
-4 

instabilité 

Nous constatons qu'en régime non permanent (t = 0,1), l'équa-

tion de continuité est satisfaite pour les deux essais, mais que 

dans le cas de l'essai 4T, l'instabilité numérique provoque une dis -

tribution des vitesses qui n'a aucun sens physique. Ceci peut être 



expliqué à partir des critères (VI11.4.20) et (VI11.4.21). En 

effet,. comme le montre la figure 84, dans la section située à 

2i= 0,4425, le gradient des vitesses maximum au point situé è une 

distance égale à y/H = 0,15 par rapport à l'axe. A ce point la 

vitesse est égale à 0,9. Lorsque At est égal à 0,02 le critère de 

la stabilité linéaire (VI11.4.20) est à peine respecté mais on 

viole le critère non linéaire (VI11.4.21) dans lequel-Intervient 

le terme supplémentaire contenant le gradient des viteàses. En 

choisissant At = 0,01 on respecte strictement les deux critères 

et le calcul devient stable. 

On aboutit aux mêmes observations lorqu'on étudie l'évolu-

tion de la pression maximale dans le domaine 0 au cours du temps. 

Dans le cas de l'essai 3T, nous obtenons une stabilisation asymp-

totique qui suit une brusque augmentation, tandis que l'essai 4T 

nous amène à une divergence exponentielle et monotone ; ceci pro-

vient de la diffusion numérique qui masque la diffusion due à la 

viscosité en conduisant à un coefficient de diffUsion globale né-

gatif. 

Nous allons maintenant examiner l'influence du temps de temps 

et du pas de maillage sur la précision du calcul. Le pas de temps» 

choisi selon les critères de stabilité, est en général assez faible et 

n'influence pas de beaucoup laprécision du calcul. Nous avons donc 

insisté surtout sur l'influence du pas demaillage Ax. 

Dans la figure 85, nous comparons les profils des vitesses 

longitudinales en régime non permanent, calculées avec les maillages 

1/16, 1/20, 1/28. Le nombre de Reynolds est égal à 100 et le temps 

adimensionnel t = 2. Le tableau ci-dessous, résume les caractéristi -

ques des trois essais. 
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N °  R e 
àx àt 8 c 

.„ 
Temps de calcul 
sur CII 10070 

IT 100 1/16 0,02 8 x 10 -4 5 x 10 13,5 mn 
(régime périodique) 

2T 100 1/20 0,02 8 x 10
-4 

5 x 10-5 18,5 mn 
(régime périodique) 

_ 
37 100 1/28 0,01 8 x 10

-4 
- 16,0 mn 

(après 100 pas) 

Pour fixer les idées sur 1 1-erreur, voici les valeurs 

des vitesses calculées à la distance y/H = 0,20, où les trois 

maillages ont le point commun : 

Maillages 

x/R. 
_..._ 

1/16 1/20 1/28 

- 	0,25 0,4895 0,4907 0,4734 

0 0,4932 0,4991 0,4851 

0,50 0,4937 0,4976 0,4964 

Vitesses u/U à 

y/H = 0,20 

Dans la section x/2, où apparait le décollement, les 

erreurs sont légèrement plus importantes. L'écart maximal par 

rapport aux résultats afférents au maillage 1/16 est de l'or-

dre de 1,2 % pour le maillage 1/20 et 3,3 % pour 1/28. 

La précision globale Est encore meilleure, lorsqu'on 

tend vers le régime permanent et périodique. Dans la figure 86 

nous avons tracé les profils de vitesse en régime périodique calcu -

lésivec les maillages 1/16 et 1/20 .(essais 1T, 2T). Dans le ta-

bleau, nous comparons les résultats à l'abscisse y/H = 0,20. 



x/2. 

_ 

1/16 1/20 

• 

- 0,50 0,4856 0,4806 

- 	0,25 0,5683 0,5605 

0 0,5370 0,5319 

Vitesses u/U 

à y/H = 0,20 

Nous constatons que la différence entre les valeurs 

calculées est de l'ordre de 1,4 %. 

La précision sur la pression est aussi très bonne. 

Dans la figure 87 nous avons tracé la répartition du coeffi-

cient de la pression adimensionnel C = (p - p 1 )/oU2 le long 

del'axe du modèle pour les maillages 1/16 et 1/20. Le régime 

est permanent et périodique ; p I  est la pression dans la section 

élargie. 

Etant donné la bonne précision de la méthode, nous avons 

effectué la plupart de nos essais avec le maillage 1/16. Avant de 

présenter les résultats du calcul, nous allons examiner la ques-

tion des conditions initiales et de l'économie du calcul. 

X.2.3.  Conditions initiales et économie du calcul  

Le temps du calcul dépend du nombre des points du mail-

lage N (Ax = 1/N), du nombre de pas de temps nécessaires .  pour 

obtenir le régime permanent NT(At  =  te/NT) et du nombre des ité-
rations nécessaires pour obtenir la convergence de la pression, à 

chaque pas de temps. En général, le temps du calcul varie comme 

N2 x NT. 



Entre le pas de temps .ft et le nombre des itérations' 

sur la pression, il y a une corrélation. En effet, nous avons constaté 

que les pas de temps larges, nécessitent unnombre d'itérations pour 

la pression plus important, mais le temps total du calcul est réduit. 

En tout cas, les résultats du régime non permanent peuvent être 

plus précis avec un pas de temps réduit, mais le choix de Lit n'affec-

te pas la précision du régime permanent. Lorsqu'on s'intéresse 

surtàut aux caractéristiques du régime permanent, nous avons une éco-

nomie sur le temps de calcul en choisissant un àt large et très pro-

che de la limite d'instabilité. 

Le coût du calcul dépend surtout de la vitesse de con-

vergence de l'équation de la pression, fonction du paramètre de 

relaxation àT . Au cours des essais préliminaires, nous avons cons-

taté que pour notre problème, la valeur (i1T)
opt 

dépasse de 20 à 

30 % la valeur critique de stabilité Ax 2/2àt (voir aussi paragraphe 

). Néanmoins, un nombre excessif d'itérations a été obser-

vé pendant les premiers pas de temps, et ceci à cause des conditions 

initiales très défavorables (vitesses et pressions nulles dans tout 

le domaine sauf sur les frontières d'entrée et de sortie). 

Pour diminuer le temps de calcul, nous avons donné comme 

distribution des vitesses initiales la distribution qui résulte de 

la solution des équations de STOKES (R e  = 0) dans un simple conver-

gent ou divergent (BERKER, 	). 

Nous avons admis l'approximation suivante : à l'inté-

rieur du domaine d'écoulement, il existe deux zones D
1 

et D
2 

dans les-

quelles les lignes de courant sont des droites concourantes vers les 

points A ou B (figure 88). 
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Figure 88. 

Er. coordonnées polaires, pour M e D 1 , nous avons: 

= Fte) 

1 	DF 	1 = — .  
r 	r 

= 0 

( X.1.3. 1) 

(X. 11.3.2) 

où xi, est la 7'..1. - :tion de courant 	uo les composantes du vec - 

teur vitesse a_ pointM. Compte t 	-7, r,-  ces relations, les équations 

de STOKES de -. - ent : 

_ 
- 

G 7. 

Dp = 2 p 

DO 
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(X.2.3.6) f = 	+ A cos 28 + 13 sin 26 
4 

En tenant compte des conditions : 

f(6) = Q • 
cos 2a - cos 26 

2acos 2a - sin 2a 

(X.2.3.9) 

et d'après (X. 2 .3.1) et (X.2.3.4) la solution : 

Q 	cos 2a -  cos 28 
u = — • 

r 2acos 2a - sin 2a 

En éliminant la pression entre les équations (X.2.3.3) 

et (X.2.3.4) et compte tenu de la relation (X.2.3.1), on aboutit 

à l'équation différentielle : 

fP'P + 4 f' = 0 	 (X.2.3.5) 

La solution générale de cette équation différentielle est : 

- aux limites : f = 0 pour 8 = + a 

rur d8 = 	f(6) de = Q 

(X.2 .3.7) 

(X.2.3.8) fa - du débit : 

fa 

ta 

on peut déterminerles constantes A. B. C dans l'équation (X.2.3.6). 

On trouve donc : 

P = 2 ' 
r 
	
2acos 2a - sin 2a 

(X.2.3.10) -PR 	2 cos 28 

Nous avons donc effectué des essais numériques en par-

tant d'une solution initiale de la forme (X.2.3.9). Il est évident 

que cette solution représente une bonne approximation aux faibles 

nombre de Reynolds, à l'intérieur des zones 0
1 

et 0
2 de la figure 

88 , mais elle conduit à des incompatibilités dans la zone commune 
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de recouvrement. Ceci n'est pas grave, puisque l'algorithme - numé-

rique corrige automatiquement et par itérations, le champ des vites-

ses et des pressions ; l'équation de continuité et l'équation dyna-

mique sont ainsi satisfaites pour un nombre de Reynolds imposé. 

L'injection de la solution initiale (X.2.3.9) dans le calcul 

numérique nous a conduit à un gain de 40 % environ sur le temps de 

calcul aux premiers pas de temps. Pour illustrer ceci, nous présen-

tons les résultats des essais 6T et 7T, dont les caractéristiques sont 

les suivantes : 

• 	N°  Re Ax At 6 c conditions initiales 

6T 100 1/16 0,02 8 x 10
-4 

10
-4 

u = V = p = 0 

7T 
_ 

100 1/16 0,02 8 x 10
-4 

10
-4 

solution STOKES 

Après 50 pas de temps de calcul 4023 itérations sur la pres-

sion sont nécessaires pour atteindre la solution dans le cas 6T, tan-

dis que 1376 itérations suffisent pour l'essai 7T. Du point de vue 

temps de calcul 5 mn environ sont nécessaires pour l'essai 6T, tandis 

qu'on atteint la solution dans le cas 7T en moins de 3 mn (t = 1). 

Dans la figure 89 nous pouvons constater que les instabilités ini-

tiales qui apparaissent au cours de l'essai 6T, disparaissent lors-

qu'on part du régime de STOKES (essai 7T). 

Si on s'intéresse plus particulièrement au régime permanent, 

nous pouvons avoir une économie supplémentaire sur le temps de 

calcul, en partant d'une solution initiale, qui correspond à un nom-

bre de Reynolds assez proche au nombre de Reynolds qu'on étudie. 

Le temps de calcul dépend enfin du choix des divers critères 

de convergence. Pour l'itération sur la pression, la valeur 

6 = 8 x 10 -4 
nous a donné satisfaction puisqu'il conduit à satisfaire 

l'équation de la continuité avec une précision de l'ordre de 10 -3
. 
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Pour obtenir le régime périodique, l'itération sur les condi-

tions aux limites, que nous avons définie dans le paragraphe (X.1.2) 
-4 

a été effectuée avec une précision allant de 10 	à 10
-5 

sur  la  vites 

se maximale de la section contractée. Nous obtenons alors le régime 

périodique dans tout le domaine avec une bonne précision. Voici par 

exemple, les résultats obtenus pour l'essai 1T. 

y/H xn„ =  -  0,50 x/2.  = 	+ 	0,50 

0 1,1340 1,1340 

0,1 0,9297 0,9316 

0,2 0,4856 0,4876 

0.3 0,1229 0,1222 

0.4 - 0,0289 - 0,0303 

0,5 - 	0,0431 - 0,0437 

0,6 0 0 

y/H x/2, = 	- 	0,25 x/Si, = 	0,75 

0 
, 

0,9330 0,9327 

0,1 0,8263 0,8265 

0,2 0,5683 0,5692 

0,3 0,2896 0,2907 

0,4 0,0829 0,0835 

0,5 - 0.0341 - 0,0340 

0,6 - 	0,0766 	. - 0,0766 

0,7 - 0,0665 - 0,0665 

0,8 - 	0,0325 - 0,0325 

0,9 - 0,0052 - 0,0052 

1,0 0 0 



y/H x/9., 	= 	0 x/R. = 	+ 	1,0 

0 0,8197 0,8194 

0,1 0,7404 0,7402 

0,2 0,5370 0,5372 

0,3 0,2894 0,2900 

0,4 0,0813 0,0820 

0,5 - 0,0214 - 0,0210 

y/H x/t = 0,25 x/k. 	= 	1,25 

0 1,140 1,140 

0,1 1,075 1,075 

0,2 0 .  0 

En ce qui concerne les pressions, nous avons trouvé (figure 

90) : 

0,0314 	 p' - pi, = - 0,0326 
PI - P II = 

, 
P I - P

III = + 00250 	 - 	= P I 	PIII 	4 0,0255  

P
III 

- p
IV 
 = 0,1476 PiIII - 	' P' = 0 1482 IV  

Les résultats ci-dessus nous montrent que le régime périodique 

est atteint avec une précision de l'ordre de 10 -3 Pour les vitesses 

et pour les pressions. 
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X.3.  ETUDE DES CARACTERISTIQUES HYDRODYNAMIQUES 

X.3.1. Visualisation automatique des lignes de courant  

Disposant des vitesses u et v, nous pouvons calculer facile-

ment la fonction de courant ip , en intégrant les relations fondamen-

tales : 

u = 	 V =- 21 
	

(X.3. 1.1) 
Dy 	 Dx 

Les conditions aux limites nécessitent quelques précautions. 

Soit y  -  h(x) l'équation qui décrit la géométrie des parois 

solides (figure 91). 

Figure 91. 

La conservation du débit q, qui circule dans une couche d'unité 

d'épaisseur ( q 	cm2/s), le long de la section perpendiculaire à 

l'axe de l'écoulement, nous donne : 

f 
h(x) 

u dy 	 x 
2 

(X.3.1.2) 



2 
h(x)o = -2 	)1L x (X.3.1.3) 
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Tenant compte de la définition de u en termes de IP (X.3.1.1) 

l'expression (X.3.1.2) nous donne : 

Nous introduisons alors la fonction de courant adimensionnel-

le  te  =  -  eq et on a  : 

- 11 ( x) = 
	

(X.3.1.4) 

' 4h(x) 
Nous avons choisi sur les parois solides 11, 	= 0 et 

d'après (X. 1 .3.4) sur l'axe nous avons : e = 0,5. Partant ainsi de 

la valeur le= 0 aux limites et en écrivant sous forme discrète les 

équations (X.3.1.1) (mises sous forme adimensionnelle) nous pouvons 

calculer à tout point la fonction de courant e  .  Arrivés à l'axe, 
nous vérifions ainsi la justesse dela relation (X.3 1 .4). 

Au cours des expériences numériques, nous avons visualisé 

les lignes de courant de manière automatique. Les figures (92 a.b,c) 

qui suivent, montrent la morphologie des lignes de courant en écoule-

ment transitoire. A la fin de l'expérience, le régime permanent et 

périodique est établi. 

La visualisation automatique a été effectuée sur l'imprimante 

du calculateur CII 10070. ligne par ligne. Pour cela, nous avons rédi-

gé un programme qui tout d'abord divise le domaine bidimensionnel de 

l'écoulement à un certain nombre de sous -domaines 	ensuite, chaque 

sous-domaine est rempli d'un caractère spécifique traduisant l'inten -

sité de la fonction de courant. Dans les figures qui suivent, nous 

avons divisé le domaine où ** est positive (II)*  E [0,0.5]) en dix 

sous-domaines ; chaque zone correspond à une variation de la fonction 
g , 

de courant de 0,05 et elle est hacuree par le 0 lorsque 0 es * *  < 	0,05, 

le blanc lorsque 0,05 	** < 0,10, le 1 pour 0,10 ‹ e<0,15, le blanc 

pour l'intervalle suivant, et ainsi de suite. Dans le tourbillon qui 

apparaît après décollement, les valeurs de te deviennent négatives. 
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Pour bien signaler cette zone, nous avons choisi 'WH 0,01 

(** < 0) et les caractères : blanc pour le premier sous-domaine, 

X pour le seond, blanc pour le troisième, Y pour le quatrième et 

ainsi de suite. 

Pour les figures 92 a,b,c le nombre de Reynolds est égal à 

100, tandis que la solution initiale est la solution approchée de 

STOKES. Nous pouvons donc interpréter la naissance et le développe-

ment du tourbillon instationnaire comme la conséquence de la varia-

tion brutale à t = 0 de la viscosité du fluide. En effet, en faisant 

varier le nombre dé Reynolds de 0 (équations de STOKES) à 100, on dimi-

nue brusquement de la même proportion la viscosité du fluide; alors 

les forces d'inertie (non linéaires) prennent le dessus et les parti-

cules fluides sentent une accélération violente dans le convergent 

suivie d'une brusque décélération dans le divergent. Dans cette zone 

donc, l'écoulement est retardé et les gradients de pression sont diri-

gés en sens inverse du mouvement ; près de la paroi solide, la faible 

énergie cinétique des particules fluides ne leur permet pas de péné-

trer dans lez zones de pression croissante ; alors, elles sont 

transportées par le courant principal en créant par décollement un 

mouvement séparé. D'autre part, les particules qui se trouvent de 

l'autre côté du point de séparation, suivent le gradient de pression 

et se déplacentdans la direction opposée à l'écoulement extérieur. 

Il se crée donc un tourbillon laminaire dont le volume et l'intensité 

augmente dans le temps, son centre se déplaçant vers l'aval. 

Dans la figure 93 nous suivons dans le temps adimensionnel et 

dans l'espace du point d'arrêt du tourbillon, ainsi que la variation de 

la valeur de 11, au même point. Cette valeur est négative et maximale 

et elle caractérise l'intensité du tourbillon. Comme nous le voyons 

dans la figure 93 après un brusque démarrage le tourbillon se sta-

bilise en volume et en intensité ; nous atteignons en ce moment le 

régime permanent. 



Le premier régime permanent est ainsi atteint au temps 

t = 4,16. En ce moment, nous commençons à appliquer l'itération 

sur les conditions aux limites (voir paragraphe X.2.1 ) et nous 

obtenons au temps t = 10,30 le régime permanent et périodique. Le 

temps réel du calcul pour cet essai est de 10 mn environ sur cal-

culateur CII 10070 avec la compilation et les sorties des lignes 

de courant comprises. 

Nous avons, par la suite, obtenu des solutions en régime tran-

sitoire aux nombres de Reynolds inférieurs à 100. Lorsque le nombre 

R
e 

est très faible, partant toujours de la solution de STOKES, on 

atteint le régime permanent très vite sans une modification essen-

tielle des lignes de courant. 

En fixant notre attention sur le régime permanent et périodi-

que, nous présentons dans les figures 94 a,b,c, l'influence du 

nombre de Reynolds sur la morphologie de l'écoulement. 

En examinant ces figures, nous constatons que même aux faibles 

nombres de Reynolds, il existe un décollement très léger au voisi-

nage de l'angle droit de la section élargie. Toutefois, ce décolle-

ment est imperceptible pour un nombre de Reynolds inférieur à 30. 

Pour Re = 40, le décollement devient apparent et le tourbillon aug-

mente progressivement jusqu'à R e  = 100. A partir de ce nombre, les 

lignes de courant deviennent presque des droites parallèles à l'axe, 

tandis que le point d'arrêt du tourbillon se déplace de plus en plus 

à l'aval. Nous avons tracé dans la figure 95 la variation de l'in-

tensité maximale du tourbillon en fonction du nombre de Reynolds et 

dans la même figure, nous avons suivi le déplacement de son centre dans 

l'espace. Nous pouvons constater que lorsque le nombre de Reynolds 

devient très grand le tourbillon tend à occuper asymptotiquement 

une position fixe et qu'à partir de R e  = 400, il est définitivement 

bloqué entre le courant principal et les parois solides. 

Connaissant ainsi la morphologie de l'écoulement, nous allons 

à présent examiner de plus près sa structure hydrodynamique et éner-

gétique. 
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X.3.2. Distribution des vitesses et des pressions  

Les figures 96, 97, 98 montrent la distribution des vecteurs 

vitesse pour les nombres de Reynolds 1, 100 et 600. Nous constatons 

que les effets non linéaires dus aux forces d'inertie et à la géomé-

tire du domaine interviennent de manière significative : d'un écoule-

ment essentiellement symétrique dans la partie convergente et diver-

gente (faible R e ) on passe à un écoulement nettement asymétrique 

(Re élevé). On peut déjà imaginer les particules fluides en mouvement 

dans unesuccession de pores : l'allongement des lignes de courant et 

la viscosité du fluide (nombre Re ) peuvent donner lieu à des vitesses 

variées. Par conséquent, le temps de séjour de ces particules, peut 

varier beaucoup d'une ligne de courant à l'autre. Ceci apparaît mieux 

dans la figure 99 où on peut voir comment la géométrie et le nombre 

de Reynolds interviennent pour modifier les profils des vitesses lon-

gitudinales. 

Les figures 100 a, b, montre le tracé des lignes isobares. 

Pour cette sortie automatique, nous avons utilisé la même méthode 

que pour la fonction de courant. Le programme divise le domaine de 

variation dela fonction de pression à un certain nombre d'intervalles 

auxquels on affecte les caractères A, blanc, B, blanc, C, blanc, 

D et ainsi de suite. Sur les figures 100 a, b, nous avons noté le 

nombre de Reynolds, la valeur maximale de la pression (VLMAX), la 

valeur minimale (VLMIN) et le nombre d'intervalles entre ces deux 

extrêmes (DI). 

D'une manière générale, nous constatons qu'indépendamment 

du nombre de Re ■inolds, les lignes isobares partent du sommet de 

l'angle du col ; ce point constitue  un  point singulier pour la fonc -

tion p. 

Pour mieux se rendre compte de la variation de la pression le 

long de l'axe et des parois, examinons la figure 101 . Nous remar -

quons qu'au faible nombre de Reynolds (R e  =  1) la pression varie 

lentement : le long de l'axe, elle est une fonction décroissante, 



monotone, ce qui montre que les particules fluides sont surtout sen-

sibles à l'effort de frottement visqueux et peu aux variations d'éner-

gie cinétique. Ceci peut être rapproché à l'écoulement de Poiseuille 

dans un conduit prismatique où la pression décroît linéairement dans 

le sens de l'écoulement. Par contre» la situation est totalement dif-

férente le long des parois solides , convergents et divergents:sur 

les deux, la pression est pratiquement constante, avec un grand déca-

lage sur leurs valeurs absolues. La paroi convergente, subit une for-

te surpression par rapport à la paroi divergente. Ceci prouve une 

fois de plus, qu'à l'angle du col le gradient de la pression devient 

très grand. Théoriquement, il tend vers l'infini pour n'importe quel 

nombre de Reynolds (LADEVEZE et PEYRET, 1973, [86] ). On doit préci-

ser ici que la distribution des pressions est prise très près des 

parois à une distance égale au demi-pas du maillage, conformément à 

la définition des maillages décalés. 

Pour le nombre de Reynolds élevé, la situation est complète-

ment différente. Pour comprendre le sens de variation de la pression 

sur l'axe, tout d'abord, on doit revenir à l'image des lignes de 

courant (figure 94.b) qui définit la section vive de l'écoulement. La 

brusque augmentation de la vitesse juste au col, provoque une chute 

de la pression brutale, suivie d'une légère augmentation dans l'élar - 

gissement. D'autre part, pour interpréter la distribution des pressions 

le long de la paroi, on doit tenir compte du décollement et du tour-

billon. Le long de la paroi convergente, le gradient des pressions 

est contraire au sens de l'écoulement principal et il représente la 

perte de pression due à l'écoulement secondaire due à la circulation 

du tourbillon. Le gradient de pression est également opposé au sens 

de l'écoulement principal, sur la paroi divergente. 

Les considérations ci-dessus, nous permettent maintenant de 

mieux comprendre les figures 102 et 103 où nous avons tracé la 

distribution des pressions sur l'axe et sur la paroi, pour plUsieurs 

nombres de Reynolds. Ces profils, complètent ainsi la représentation 

des tracés bidimensionnels que nous avons déjà présentés (figures 

100, a, b). 
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X.3.3. Comparaison avec l'expérience et conditions d'apparition  

de la turbulence  

Les résultats de l'intégration numérique des équations de 

NAVIER-STOKES que nous venons d'exposer, confirment bien les expérien-

ces de visualisation sur modèle physique, conduites par G. CHAUVETEAU 

(1965. [25.] ). 

La gjométrie dans le plan de l'écoulement est la même dans le 

modèle physique et dans le modèle mathématique. Toutefois, il est 

très difficile d'obtenir expérimentalement un écoulement parfaitement 

plan puisqu'on est obligé de borner l'écoulement dans une couche, 

entre deux plaques parallèles : la présence des parois solides dans 

le sens perpendiculaire au plan de l'écoulement, rend ainsi le pro -

blème tridimensionnel, surtout au voisinage du col. Evidemment, on 

peut se rapprocher de l'écoulement plan, en choisissant judicieuse -

ment l'écartement entre les deux plaques. 

Nous allons comparer d'abord les résultats du calcul aux ré-

sultats expérimentaux du point de vue qualitatif. Dans la figure 104 

nous avons porté deux photographies prises par G. CHAUVETEAU, qui 

visualisent les lignes de courant par émission de filets colorés. 

Dans lamême figure et pratiquement à la mème échelle, nous 

présenté les lignes de courant visualisées automatiquement 

primante du calculateur CII 10070. Nous constatons d'abord 

avons re - 

sur l'im-

qu'aux faibles 

nombres de Reynolds les résultats du calcul confirment le fait que 

les lignes de courant suivent le tracé des parois solides. Par ail-

leurs, lorsque le nombre de Reynolds devient plus important, le cal -

cul met bien en évidence et conformément à l'observation physique 

le décollement des lignes de courant derrière le col. 

Nous allons maintenant comparer la variation du coefficient 

des pertes de charge X, calculé et mesuré expérimentalement en fonc -

tion du nombre de Reynolds. Pour que la comparaison ait un sens, nous•

allons utiliser le concept de l'analogie hydraulique proposé par le 



Professeur C. THIRRIOT (1969, I=87] J. 

Le principe de cette analogie consiste à définir l'anamor-

phose du nombre de Reynolds et du coefficient des pertes de charge, 

afin de caler le graphe X = f(Re ) par rapport au régime de Poiseuille. 

Rappelons d'abord la définition du coefficient des pertes 

de charge X . Nous avons : 

A = 
2 J g d 2 Ap 

x  —
d 

= 
 

2C . —
d 

U2 p U
2 	

AL 	AL 
( X.3. 3. 1) 

où J =
AN 

est le gradient hydraulique et C le coefficient de pression 
AL 

que nous avons défini égal à Ap /e p U2 . En écoulement laminaire, à très 

faible nombre de Reynolds dans une géométrie quelconque, nous avons : 

X . Re 
=c ( X.3.3 .2) 

où C est une constante qui dépend de la géométrie. 

Soit maintenant d*  le diamètre d'un tube culindrique, qui 

pour la même vitesse caractéristique U, provoque la même perte de 

charge J, que dans la géométrie initiale. Le diamètre d *  peut être 

alors un diamètre caractéristique, permettant la définition du coeffi-

cient X*  et du nombre de Reynolds R *  anamorphosés, selon la formule 

de Poiseuille : 

X* 

 

• R*  = 64 (X.3.3.3) 

En utilisant les relations (X.3.3.3), (X.3.3.2) et l'expres-

sion (X.3.3.1) nous pouvons déduire le diamètre caractéristique d *  

en fonction du diamètre d et de la constante C. 

Examinons d'abord la validité de la relation (X.3.3.2) 

pour les résultats du calcul numérique. Dans le tableau VIII, nous 

avons porté le produit C x R e en fonction du nombre de Reynolds Re
. 
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Le coefficient C correspond à la perte de pression par la longueur 

d'onde du modèle. 

R
e 

C 	R 
P 	e 

C 	R 	(R ) 
p 	e 	e 

C
p 

Re (1) 

1 30,400 1,000 

4 30,440 1,001 

6 30,468 1,002 

8 30,552 1,005 

10 30,630 1,008 

20 31,654 1,038 

40 34,964 1,150 

70 41,202 1,355 

100 45,960 1,512 

200 55,340 1,820 

400 73,772 2,427 

600 83,874 2,759 

Tableau VIII 

A partir de ces résultas, nous pouvons constater que jusqu'au 

nombre de Reynolds égal à 10, le produit C R
e 
 augmente très douce-

ment. En première approximation, nous pouvons admettre que dans cette 

gamme, C R
e 
 est constant et par cons.§quent la loi de pertes de char -

ge est linéaire. Par contre, lorsque le nombre de Reynolds augmente. 

les effets non linéaires deviennent prépondérants et provoquent une 

augmentation du produit C .R 
P e 
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Ceci apparait clairement dans la figure 105 où on a re-

présenté la corrélation anamorphosée X *R*  = f(R*), suivant l'analo-

gie hydraulique. Dans la même figure, apparaissent les résultats ex-

périmentaux de G. CHAUVETEAU sur lesquels nous avons appliqué la mê-

me anamorphose des coordonnées. Nous constatons que le comportement 

de la corrélation dans la plage de la loi non linéaire, est certes si-

milaire, mais pas exactement la même : pour le même nombre de 

Reynolds R*  équivalent, la valeur du coefficient des pertes de charge 

du modèle physique est plus petite que dans le cas du modèle numéri-

que plan. Ceci est facilement compréhensible puisque la présence des 

plaques planes du modèle physique conduit à un diamètre équivalent d *  

plus faible (d*  = 2,37) que dans le cas du modèle numérique plan 

(d*  = 13,8). 

Il est intéressant d'examiner l'allure du phénomène physique 

vers la limite supérieure du régime non linéaire. Expérimentalement 

et d'après la forme de la corrélation X = f(R e ), G. CHAUVETEAU a 

observé la fin du régime non linéaire et par conséquent le début de 

l'apparition de la turbulence, au nombre de Reynolds 750. Ceci cor-

respond au nombre de Reynolds équivalent R *  = 1100. Pour notre part, 

nous avons essayé d'obbnir une solution nurArique pour R e  - 800 ou 

R*  = 976. 

La figure 106 montre les résultats du calcul et permet de 

bien comprendre l'impossibilité d'obtention d'une solution numérique 

stationnaire. En effet, nous pouvons voir que dans le deuxième tron-

çon, le jet central est instable et la ligne de séparation entre le 

courant principal et le tourbillon subit des oscillations dans le 

temps, qui ne se stabilisent pas. L'instabilité semble avoir son 

origine au point de contact entre la ligne de séparation et le tour-

billon. On peut mieux comprendre ce mécanisme si on revient à la fi-

gure 95 où on a représenté la trajectoire du centre du tourbillon 

laminaire en fonction du nombre de Reynolds. Nous pouvons constater 

qu'après un déplacement vers l'aval, le tourbillon semble définiti-

vement bloqué entre les parois et le courant principal au nombre 

Re = 400 environ. Pour Re = 600 par exemple; il occupe toujours pra-

tiquement la même position, mais comme le rnntre la figure 99 les 
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gradients de vitesses dans la sectiorVdeviennent de plus en plus 

élevés. Si on diminue davantage la viscosité, les gradients de vi-

tesse provoquent des instabilités locales, qui du point de vue physi 

ques, déclenchent des mouvement microscopiques qu'on attribue à la 

turbulence. Sur le plan numérique, et compte tenu de la dimension du 

maillage, le mêmephénomène provoque un mouvement oscillatoire du 

centre du tourbillon vers l'amont ou vers l'aval. Evidemment, une 

étude plus approfondie de ce phénomène nous aurait conduit à étudier 

l'influence du pas de maillage et de l'algorithme numérique sur les 

caractéristiques du jet (amplitude, fréquence). 

Ceci n'étant pas l'objectif de notre travail, nous pouvons 

pourtant apprécier, d'après ce résultat, la puissance et les 

limitations de la méthode numérique I.V.P. Nous pouvons dire avec 

prudence, que pour les écoulements laminaires, l'algorithme numé-

rique permet d'obtenir des solutions satisfaisantes jusqu'à la fin 

du régime laminaire non linéairej déterminé expérimentalement. 

X.4. CARACTERISTIQUES ENERGETIQUES 

Une question fondamentale qui se pose, est le rôle énergéti-

que des tourbillons laminaires, qui apparaissent lorsque le nombre 

de Reynolds devient important. En effet, du moment où le gradient 

local des vitesses devient important» les travaux intérieurs augmen -

tent, ainsi que la dissipation de l'énergie. 

Nous allons donc examiner tout de suite les zones du domaine 

d'écoulement, qui présentent une activité dissipative et comment ces 

zones se répartissent en fonction du nombre de Reynolds. 

Les travaux intérieurs sont décrits à l'aide de la fonction 

de dissipation 0, dont la signification physique peut apparaître 



en rappelant le théorème de l'énergie cinétique. Selon ce théorème, 

la variation dans le temps de l'énergie cinétique à l'intérieur 

d'un volume fluide 0 , que l'on suit dans son mouvement est égale 

à la puissance des efforts extérieurs et intérieurs. On a donc : 

dK 

dt 	
e (X.4.1) 

d 
où — est la dérivée particulaire et : 

dt 

1 

	

K = — 	p u. u dn 
i 

Pour un milieu continu, on peut expliciter la relation 

(X.4.1) partant du principe des puissances virtuelles appiiqué au 

mouvement réel ; mais le plus simple est d'utiliser l'expression 

qui résulte des équations du mouvement. 

Multiplions scalairement tous les termes de l'équation de 

IMIER-STOKES.,parlavitesseu..9aus forme adimensionnelle, ceci 
1 

nous donne : 
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où f. sont les forces extérieures sous forme adimensionnelle et 
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sous la forme : 
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(X.4.4) 

En intégrant cette relation dans le volume Qet selon la 

définition de la dérivée particulaire et la formule de GREEN, nous 

aurons : 

d 	 au. 

	

il  ui  ui  dn = 	fi  ui 	jr aij  ni  ui  dE - 	aij 	i dn  
dt 2 Q 	 E 	 52 	Dx 

j 
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l' dérivée particulaire 	puissance des efforts 	puissance des 

de l'énergie cin 	
+

éti- = 	extérieurs 	 efforts intérieurs 

que (X.4.3) 

Le résultat (X.4.3) est la forme développée du théorème de 

l'énergie cinétique (X.4.1). 

On introduit maintenant la fonction de dissipation : 

et selon (X.4.3) on a : 

e .=1*.  e dR 

0 

(X.4.5) 

La fonction de dissipation exprime donc la puissance des travaux 

intérieurs par unité de volume. La connaissance de la fonction e 
peut nous conduire à l'évaluation de l'augmentation de l'énergie 

interne spécifique E. 

Pour cela, on doit faire intervenir le premier principe de  

la thermodynamique selon lequel la dérivée particulaire de la somme 

de l'énergie cinétique et de l'énergie interne est égale à la somme 

de la puissance des efforts extérieurs et du taux de chaleur reçue Q. 

On a donc : 

dK 	dE 	
(X.4.6) 

dt 	dt 




