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Avant-propos

La précédente édition de cet ouvrage a été publiée en 1990. Nous évoquions alors les
évolutions de la statistique de la décennie passée. Depuis lors, les progrés de I'informatique
n’ont cessé. permettant d’une part 1’utilisation de nouvelles méthodes fondées sur des cal-
culs intensifs (simulation, méthodes non-paramétriques et algorithmiques), et d’autre part le
traitement de données en masse qui a donné lieu 2 I’émergence du « data mining » ou
« fouille de données ». Les logiciels de calcul statistique n’ont cessé de se perfectionner et
de se diffuser a tel point que des méthodes complexes sont employées de facon routiniére
sans pour cela que I’ utilisateur les domine toujours.

Cette nouvelle édition prend en compte ces évolutions. Qutre une mise a jour de cer-
tains exemples, les principaux développements concernent les méthodes de Monte Carlo,
I’estimation non paramétrique, la modélisation prédictive avec 1'introduction des méthodes
de régression en présence de multicolinéarité, la régression logistique, les SVM et les
techniques d’apprentissage. Nous avons également rajouté deux chapitres consacrés aux
deux grandes méthodologies de recueil des données : sondages et plans d’expériences. Ce
livre a pour but de donner aux étudiants et aux praticiens les outils nécessaires pour appli-
quer correctement les méthodes statistiques. La plupart des résultats sont démontrés, sauf
certains pour lesquels les preuves trop techniques auraient alourdi ce livre. Les 21 chapitres
sont regroupés en cing parties :

La premiere « outils probabilistes » donne les bases nécessaires a 1’inférence clas-
sique. L’approche probabiliste permet de prendre en compte le fait que notre univers
n'est pas déterministe et que les données dont on dispose ne sont pas parfaites. La
deuxieme partie intitulée « statistique exploratoire » regroupe les outils de description
non-probabilistes des données, allant de la statistique descriptive unidimensionnelle a ce
que I’on appelle « analyse des données » en un sens restreint qui selon nous ne se limite
pas aux méthodes dérivées de I’analyse en composantes principales et de la classifica-
tion : pour nous le but de la statistique est d’analyser des données . . . La troisieme par-
tie « statistique inférentielle » est consacrée classiquement a 1’estimation et aux tests. La
quatrieme partie « modeles prédictifs » regroupe les techniques de régression au sens
large ol on cherche un modéle reliant une réponse Y a des prédicteurs X;. La cinquiéme
partie concerne « le recueil des données » par sondages ou expérimentation. Le recueil
des données constitue un préalable a I’analyse ; le placer en derniére partie peut sembler
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illogique, mais le fait est que la collecte des données ne peut se concevoir sans en
connaitre 1'usage ultérieur, ce qui nécessite la compréhension de I’estimation et de [a
modélisation.

Je remercie enfin tous ceux qui ont contribué a un titre ou & un autre i la réalisation de cet
ouvrage, ainsi que les Editions Technip pour leur patience et le soin apporté a sa réalisation.

Gilbert Saporta
(mars 2000)
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Introduction

Les méthodes statistiques sont aujourd’hui utilisées dans presque tous les secteurs de
I’activité humaine et font partie des connaissances de base de 1'ingénieur, du gestionnaire,
de I'économiste, du biologiste, de I'informaticien . . . Parmi les innombrables applications
citons dans le domaine industriel : la fiabilité des matériels, le contréle de qualité, I’analyse
des résultats de mesure et leur planification, la prévision, et dans le domaine de I"économie
et des sciences de 'homme : les modeles économétriques, les sondages, les enquétes d’opi-
nion, les études quantitatives de marché, etc.

Nous allons tenter de préciser dans les paragraphes suivants les notions fondamentales de
la statistique et les rapports qu’elle entretient avec la théorie des probabilités ainsi que ce
qu’on entend par démarche statistique.

LA STATISTIQUE, LES STATISTIQUES
ET LE CALCUL DES PROBABILITES

Selon la définition de I' Encyclopedia Universalis : « Le mot statistique désigne 2 la fois un
ensemble de données d’observations et I’activité qui consiste dans leur recueil, leur traitement
et leur interprétation ».

Ainsi le relevé des débits journaliers d'une riviere de 1971 & 1983 constitue une statistique
tandis que faire de la statistique sur ces données consisterait par exemple, 2 tracer des
graphiques mettant en évidence la périodicité du phénomene, i calculer un débit moyen ou
a prévoir la valeur maximale de la crue annuelle.

Individus et variables
Définitions générales

Faire de la statistique suppose que 1'on étudie un ensemble d’objets équivalents sur
lesquels on observe des caractéristiques appelées « variables ».

Ainsi en controle de fabrication on prélévera un ensemble de piéces dans une production
homogéne et on mesurera leur poids, leur diamétre. En marketing on étudiera les clients
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d’une entreprise en les décrivant par leurs caractéristiques socio-démographiques et leurs
achats passés.

La notion fondamentale en statistique est celle de groupe ou d’ensemble d’objets
équivalents que 1’on appelle population. Ce terme hérité des premiéres applications de la
statistique a la démographie est employé pour désigner toute collection d’objets a étudier
ayant des propriétés communes. Ces objets sont appelés des individus ou unités statis-
tiques.

La statistique traite des propriéiés des populations ou de sous-populations plus que de
celles d’individus particuliers :

Généralement la population a étudier est trop vaste pour pouvoir étre observée exhausti-
vement : ¢’est évidemment le cas lorsque la population est infinie : par exemple I’ensemble
de toutes les pieces métalliques que pourrait sortir une machine dans des conditions de
fabrication déterminées, mais c’est aussi le cas lorsque les observations sont cofiteuses
(contréle destructif entre autres).

L'étude de tous les individus d'une population [inie s’appelle un recensement. Lorsque
I'on n’observe qu'une partie de la population on parle de sondage, la partie étudiée
s’appellant Péchantillon.

Chaque individu d’une population est décrit par un ensemble de caractéristiques
appelées variables ou caracteres. Ces variables peuvent étre classées selon leur nature :

— variables quantitatives ou numériques : par exemple taille, poids, volume, s’ex-
priment par des nombres réels sur lesquels les opérations arithmétiques courantes
(somme, moyenne, . ..) ont un sens. Certaines peuvent étre discrétes (nombre
fini ou dénombrable de valeurs) : nombre de défauts d’une piece, de véhicules
passant en une heure & un péage, etc. ou continues si toutes les valeurs d’un
intervalle de R sont acceptables.

— variables qualitatives s’exprimant par I’appartenance i une catégorie ou modalité
d’un ensemble fini. Certaines sont purement nominales : par exemple type de traite-
ment thermique subi par un alliage, catégorie socio-professionnelle d’un actif (ouvrier,
cadre, employé . ..), d’autres sont ordinales lorsque I’ensemble des catégories est
muni d'un ordre total ; par exemple : trés résistant, assez résistant, peu résistant.

Le concept clé en statistique est la variabilité qui signifie que des individus en apparence
semblables peuvent prendre des valeurs diftérentes : ainsi un processus industriel de fabrication
ne fournit jamais des caractéristiques parfaitement constantes.

L’analyse statistique est pour I’essentiel une étude de la variabilité : on peut en tenir
compte pour prévoir de facon probabiliste le comportement d’individus non encore
observés, chercher 4 la réduire ou « 'expliquer » & I'aide de variables extérieures,
ou chercher &4 1’augmenter dans le but de distinguer le mieux possible les individus
entre eux.

Tableaux de données

On présente usuellement sous forme de tableau a 1 lignes, les données recueillies sur n
individus. Lorsque 1’on observe uniquement des variables numériques le tableau a la forme
d’une matrice a n lignes et p colonnes de terme général x4 :
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x> x xv

N

n

Lorsque les variables sont toutes qualitatives, le tableau ol \{ désigne le numéro de la
catégorie de la variable %’ & laquelle appartient 'individu i est le tableau des coda-
ges réduits. Les numéros des modalités étant arbitraires, on lui associera le tableau dis-
jonctif & my + my + ... + m, colonnes constitué de la fagon suivante :

A toute variable A ny; catégories on substitue un ensemble de m; variables valant O ou 1
(les indicatrices des catégories). Ainsi au tableau 5 X 3 des observations sur 5 individus de
3 variables & 2, 3 et 2 modalités respectivement :

I 21
1 3 1
21 2
2 2 2
I 1 1

correspond le tableau disjonctif 3 5 lignes et 7 colonnes suivant :

I 0-0 1 0:1 0
1 0:0 0 1:1 0
0 1°1 0 0:0 1
0 1:0 1 0:0 |
1 0:1 0 01 0

Mentionnons enfin les tableaux de contingence ou tableaux croisés qui résultent d’un
premier traitement et fournissent la ventilation de n individus selon deux variables quali-
tatives a nr; et m, modalités :

12 j . ms_

1D b

N=1i R

y
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oll n; est le nombre d’individus appartenant simultanément aux catégories i et j des
deux variables.

Statistique et probabilités

La théorie des probabilités est une branche des mathématiques qui traite des propriétés
de certaines structures modélisant des phénomenes oll le « hasard » intervient. En tant que
théorie mathématique abstraite, elle repose sur une axiomatique et se développe de fagon
autonome par rapport 2 la réalité physique. Seuls les noms des concepts utilisés (événe-
ments, variables . . .) renvoient & I'expérience.

La théorie des probabilités permet de modéliser efficacement certains phénomenes aléa-
toires et d’en faire 1’étude théorique.

Quels sont ses liens avec la statistique qui repose plutdt sur I’observation de phéno-
menes concrets ? On peut en voir schématiquement trois : tout d’abord les données obs-
ervées sont souvent imprécises, entachées d'erreur. Le modéele probabiliste permet alors
de représenter comme des variables aléatoires les déviations entre « vraies » valeurs et
valeurs observées.

Deuxiemement on constate souvent que la répartition statistique d’une variable au sein
d’une population est voisine de modéles mathématiques proposés par le calcul des probabi-
lités (lois de probabilité).

Enfin et c’est & notre avis le réle le plus important du calcul des probabilités, les
échantillons d’individus observés sont la plupart du temps tirés au hasard dans la popu-
lation, ceci pour assurer mathématiquement leur représentativité : si le tirage est fait de
maniére équiprobable chaque individu de [a population a une probabilité constante et bien
définie d’appartenir 2 I’échantillon. Les caractéristiques observées sur 1’échantillon
deviennent, griice & ce tirage au sort, des variables aléatoires et le calcul des probabilités
permet d’étudier leurs répartitions. Mentionnons ici les méthodes de validation
par rééchantitlonnage (bootstrap, validation croisée) qui consistent a re-tirer des observa-
tions a I'intérieur de 1’échantillon initial.

Il faut bien distinguer ce dernier rdle du calcul des probabilités des deux premiers : dans
les premiers cas le calcul des probabilités propose des modeles simplificateurs, éventuelle-
ment contestables, du comportement d’un phénomeéne (par exemple supposer que la durée
de vie X d’un composant électronique suit une loi exponentielle P(X > x) = exp (—cx)) ;
dans le dernier cas, le calcul des probabilités fournit des théorémes si le processus d’échan-
tillonnage est respecté : ainsi le théoréme central limite permet d’établir que la moyenne ¥
d’une variable numérique mesurée sur n individus s’écarte de la moyenne m de la population
selon une loi approximativement gaussienne.

Le calcul des probabilités est donc un des outils essentiels de la statistique pour pouvoir
extrapoler a la population les résultats constatés sur 1’échantillon mais on ne peut y réduire
la statistique : a c6té du calcul des probabilités, la statistique utilise des mathématiques assez
classiques (algébre linéaire, géométrie euclidienne) et de plus en plus I'informatique, car
les calculs & mettre en ceuvre nécessitent I’emploi d’ordinateurs : I'informatique a révolu-
tionné la pratique de la statistique en permettant la prise en compte de données multidimen-
sionnelles ainsi que 1'exploration rapide par simulation de nombreuses hypothéses.
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Ce livre met plus I'accent sur les techniques et la démarche statistiques que sur la théo-
rie des probabilités, concue ici comme un outil pour la statistique et non comme un objet
d’étude en elle-méme.

LA DEMARCHE STATISTIQUE CLASSIQUE

Elle comporte usuellement trois phases : le recueil, 1'exploration, I'inférence et la
modélisation.

Le recueil des données

En dehors des cas ol les données sont déja disponibles, il est nécessaire de les collecter.
Les deux grandes méthodologies sont les sondages et les plans d’expériences.

Les sondages

Essentiellement utilisés dans les sciences humaines, mais également pour obtenir des
échantillons dans des bases de données, les techniques de sondages servent & choisir dans
une population les unités A interroger ou observer. Le choix des unités se fait en général
aléatoirement, mais pas nécessairement avec des probabilités égales pour toutes les unités.
L’important est qu'il n'y ait pas d’individus de la population qui aient une probabilité nulle
de figurer dans I’échantillon, sinon les résultats risquent d’étre biaisés car I’échantillon ne
sera plus représentatif. Les méthodes non-aléatoires sont également souvent utilisées dans
les études de marché et d’opinion qui constituent un secteur d’activité important.

Les plans d’expériences

Introduits au début du XXe siécle en agronomiie, puis utilisés en recherche industrielle, ils
ont pour but de provoquer I'apparition de données selon des conditions expérimentales pré-
cises. La théorie des plans d’expériences permet de minimiser le codt de recueil des données
en cherchant les expériences les plus efficaces.

Bien qu'employées dans des contextes trés différents, ces deux méthodologies ont des points
communs : elles cherchent & optimiser le recueil des données. Mais il n'y a pas d’optimum en
soi, tout dépend du but recherché. En sondages on cherche 4 estimer les paramétres d’une popu-
lation avec une variance minimale en utilisant toutes les informations dont on dispose. Dans les
plans d’expériences, on dispose d’un modgle prédictif reliant approximativement une réponse &
des facteurs de variabilité : on cherche i déterminer les expériences permettant d'estinier au
mieux les paramétres du modele, ou les prévisions qui en découlent : un plan optimal pour un
modgle ne le sera pas pour un autre.

La statistique exploratoire

Son but est de synthétiser, résumer, structurer 1’information contenue dans les données.
Elle utilise pour cela des représentations des données sous forme de tableaux, de graphiques,
d’indicateurs numériques.
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Le role de la statistique exploratoire est de mettre en évidence des propriétés de 1’échan-
tillon et de suggérer des hypothéses. Les modeles probabilistes ne jouent ici qu’un role trés
restreint voire méme nul.

Les principales méthodes de I"analyse exploratoire se séparent en deux groupes : Aprés une
phase de description variable par variable, puis par couples de variables (la statistique des-
criptive classique) I'analyse des données au sens francais restreint, exploite le caractére mul-
tidimensionnel des observations au mogen de :

— méthodes de classification visant  réduire la taille de ’ensemble des individus en

formant des groupes homogénes;

— méthodes factorielles qui cherchent & réduire le nombre de variables en les résumant
par un petit nombre de composantes synthétiques. Selon que I’on travaille avec un
tableau de variables numériques ou qualitatives on utilisera 1'analyse en compo-
santes principales ou |'analyse des correspondances. Les liens entre groupes de
variables peuvent étre traités par I'analyse canonique.

La statistique inférentielle

Son but est d’étendre les propriétés constatées sur 1’échantillon a la population toute entiére
et de valider ou d’infirmer des hypothéses a priori ou formulées aprés une phase exploratoire.
Le calcul des probabilités joue souvent un rdle fondamental.

Donnons ici quelques exemples élémentaires.
Estimation d’une moyenne

Une méme grandeur est mesurée n fois de suite par un méme observateur, I'imprécision de
I'instrument de mesure et d’autres facteurs rendent fluctuantes ces mesures et on obtient n
valeurs ditférentes x;, xs, . . ., x,,. Comment déterminer la vraie valeur n1 ? On peut admettre que
ces valeurs constituent des observations ou réalisations indépendantes d'une variable X de
moyenne théorique m (espérance mathématique) si il n’'y a pas d’erreurs systématiques.
Xyt xa+ Lo+ x,

n
I’échantillon constitue une bonne approximation de m; X est une estimation de .

La loi des grands nombres montre alors que la moyenne x =

de

L’échantillon ayant été « tiré au hasard » la valeur constatée X n’est qu’une de celles que
"on aurait pu trouver : ¢'est donc une variable aléatoire qui aurait pu fournir une autre valeur
si on avait répété I'expérience dans les mémes conditions.

Si n est assez grand le calcul des probabilités fournit avec une grande précision la loi de
répartition des valeurs possibles de ¥ autour de m et on pourrait en déduire si m était connu un
intervalle du type [m — Am, m + Am] ayant une probabilité fixée, disons 95 %, de contenir X.
Connaissant une observation ¥ on inverse alors la problématique et on peut en déduire une
fourchette ou intervalle de confiance pour la vraie valeur .

Vérification d’une hypothése ou test

Le cas suivant est classique en contrdle de qualité. Un client commande a son fournisseur
des lots de pieces dont la qualité est spécifiée par contrat : le fournisseur s’engage a respec-
ter un taux de pieces défectueuses inférieur & 4 %. Avant de livrer, le fournisseur effectue un
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contrdle sur 50 pigces et en trouve trois défectueuses soit 6 % : doit-il livrer quand méme au
risque de se faire refuser la marchandise ?

Le raisonnement est alors le suivant : si le taux théorique de défectueux est de 4 %
quelles sont les chances d’observer un tel nombre de défectueux ? Le calcul des proba-
bilités montre alors qu’il y a une probabilité voisine de 0.32 d'observer trois pigces
défectueuses ou plus (loi binomiale Z8(50 ; 0.04)). Cette probabilité étant assez forte,
I’événement constaté parait donc normal au fournisseur et ne semble pas de nature
4 remettre en cause I'hypothése formulée. Mais le client serait-il d’accord ? ... Il faut
alors calculer le risque d’un refus par le client,

Dans ces deux cas le raisonnement procede du méme schéma :

— I’échantillon est tiré au hasard dans une population plus vaste ;

— e calcul des probabilités permet ensuite de préciser les caractéristiques de ’ensem-
ble des échantillons que I'on aurait pu obtenir par le méme procédé, c’est I’étude des
distributions d’échantillonnage ;

__—_on inverse les conclusions de la phase précédente pour en déduire la structure
vraisemblable de la population dont est issu I’échantillon observé. C’est la phase
inférentielle.

On ne manquera pas de constater la similitude de cette démarche statistique avec la
démarche scientifique habituelle : observation, hypothéses, vérification.

L’avénement des ordinateurs et le développement du calcul statistique permettent dans
une certaine mesure de s’affranchir de modeles probabilistes souvent illusoires car choisis
pour leur relative simplicité mathématique mais pas toujours adaptés aux données. Les
méthodes de rééchantillonnage renouvellent la problématique de I’inférence en n’utilisant
que les données observées.

La modélisation et la prévision statistique

La modélisation consiste généralement & rechercher une relation approximative entre une
variable et plusieurs autres, la forme de cette relation étant le plus souvent linéaire. Lorsque
Ia variable & « expliquer » ou & prévoir est numérique ainsi que les variables explicatives, on
parle de régression linéaire, si certaines variables explicatives sont qualitatives le modéle
linéaire général en est une extension.

Lorsque I'on cherche & prévoir une variable qualitative (appartenance 2 une catégorie) on
utilisera une méthode de discrimination.

STATISTIQUE ET « DATA MINING »

[’émergence d’immenses bases de données, souvent recueillies automatiquement. en par-
ticulier dans le fonctionnement des entreprises, a fait apparaitre de nouvelles probléma-
tiques, différentes de celles exposées précédemment. 11 ne s’agit plus tant de découvrir ou
d’estimer des modeles de la réalité (démarche scientifique) mais de donner des réponses a
des questions opérationnelles comme : & quelles adresses d’un fichier dois-je envoyer une
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publicité pour obtenir un taux de retour maximal, & qui dois-je accorder un crédit pour mini-
miser le risque de perte ?

La statistique n’est plus alors un auxiliaire de la science mais aussi un outil pour I’action.

Le « data mining » que I’on peut traduire par « fouille de données » est apparu au milieu
des années 1990 comme une nouvelle discipline & I'interface de la statistique et des techno-
logies de I'information : bases de données, intelligence artificielle, apprentissage automa-
tique (machine learning).

David Hand (1998) en donne la définition suivante : « Data Mining consists in the disco-
very of interesting, unexpected, or valuable structures in large data sets ». La métaphore
qui consiste & considérer les grandes bases de données comme des gisements d'olt 1’on
peut extraire des pépites 4 1'aide d’outils spécifiques n’est pas nouvelle. Dés les années
1970 Jean-Paul Benzécri n’assignait-il pas le méme objectif & 'analyse des données ? :
« L'analyse des données est un outil pour dégager de la gangue des données le pur diamant
de la véridique nature ».

Tel M. Jourdain, les statisticiens faisaient donc du data mining sans le savoir.

« Data Mining » versus modélisation statistique

La notion de modele en fouille de données prend un sens particulier : un modele est une
relation entre des variables exprimable sous une forme analytique ou algorithmique qui ne
provient pas d’une théorie mais est issu de 1'exploration des données et réalise un bon ajus-
tement. Ainsi il est courant d’explorer différents modeles (linéaires, non-linéaires) en faisant
varier les parametres (nombre de couches dans un réseau de neurones, noyau pour des SVM
etc.) jusqu'a obtenir les meilleures prédictions. On est tres loin de la démarche usuelle de
modélisation, mais plutt dans une optique pragmatique ou il ne s’agit pas forcément de
comprendre mais de prévoir du mieux possible.

La démarche n’est pas pour autant du pur empirisme et se fonde sur la théorie de 1’appren-
tissage statistique : un modéle réalise un compromis entre sa capacité a rendre compte des don-
nées d’apprentissage et sa capacité de généralisation & de nouvelles données.

L’inférence statistique classique a été développée pour traiter des « petits » échantillons.
En présence de trés grandes bases de données le paradoxe est que tout devient significatif :
par exemple, pour un million d’individus, I'hypothése d’indépendance entre deux variables
sera rejetée au risque 3 % si le coefficient de corrélation linéaire est supérieur en valeur abso-
lue & 0.002, ce qui est sans intérét. L’inférence classique ne fonctionne plus et la fouille des
grandes bases de données amene 2 repenser la notion de test : le choix d'un modéle se fait
en fonction de ses performances sur d’autres données que celles qui ont servi i le choisir et
le caler, d'ol I'emploi de méthodes de validation croisée ou de mesures de capacité de type
dimension de Vapnik-Cervonenkis. En outre en Data Mining, on analyse des données
recueillies & d’autres fins : c’est une analyse secondaire destinée i valoriser des bases de
données déja constituées : on ne se préoccupe plus de collecter des données de maniere effi-
cace. L'échantillonnage ne perd cependant pas ses droits dans la phase de validation car il
est souvent préférable de travailler sur une partie de la base que sur la totalité.

Plutdt que d’opposer data mining et statistique, il vaut mieux considérer que le data
mining représente la branche de la statistique consacrée 4 ’exploitation des grandes bases de
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données. Si de n s mé i
domnées S moci)uvel]es méthodes ont vu le jour en dehors du monde des statisticiens, il
e Pas ns que ces méthodes relev isti e « rec ’
. s ent de la statistique au ] i i
e e Pt ¢ ’ - f sens large « recueil, trai-
femen ;],err;'fj)r o 1:21 de cil?rmees > et que 1’ « esprit statistique » imprégné des notions de
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S d‘s ! tr'] de la‘ glanstlc.]ue dglt donc étre non seulement i 'interface avec les discipli
nes d’application, mais aussi dominer les outils informatiques de son temps T



Le modele
probabiliste

En tant que théorie mathématique, la théorie des probabilit€s n’a pas a étre justifide :
une fois ses axiomes posés, elle se développe de fagon autonome par rapport 2 la réalité
concreéte.

Il en va autrement forsque I’on cherche i appliquer le calcul des probabilités : on ne peut
alors éluder Ia question de la nature de la probabilité et de la validité du modele probabiliste.
Aprés trois paragraphes consacrés A un exposé simple(") de la théorie on se proposera de
donner quelques éléments de réflexion sur le concept de probabilité.

1.1 ESPACE PROBABILISABLE

On expose ici la formalisation d’une expérience ol intervient le « hasard ».

1.1.1 Expérience aléatoire et événements

Une expérience est qualifiée d’aléatoire si 1’on ne peut prévoir par avance son résultat et
si, répétée dans des conditions identiques, elle peut (on aurait pu s’il s’agit d’une expérience
par nature unique) donner lieu a des résultats différents.

On représente le résultat de cette expérience comme un élément w de I’ensemble £ de
tous les résultats possibles : {} est appelé Pensemble fondamental ou encore I'univers des
possibles.

Ainsi 2 I'expérience aléatoire qui consiste i lancer deux dés, on peut associer I’ensemble
Q= {(L.1), (1.2), (1.3). ..} 2 36 éléments.

11 convient de noter ici que 'ensemble () ne se déduit pas de maniére unique de 1'expé-
rience mais dépend de I'usage qui doit étre fait des résultats : ainsi, si I'on convient une
fois pour toutes qu’on ne retiendra de I'expérience des deux dés que la somme des points
affichés. on peut trés bien se contenter d’un ensemble Q' = [2,3,4 ... 12}.

IEmlUn exposé complet des fondements theéoriques, comprenant en particulier le théoréme de prolongement,
dépasserait le cadre de ce livre, On se reportera a l'ouvrage de J. Neveu (1964).
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Un événement est une assertion ou proposition logique relative au résultat de 1’expérience
(ex. : la somme des points est supérieure 2 10). On dira qu'un événement est réalisé ou non
suivant que la proposition est vraie ou fausse une fois I'expérience accomplie.

A la réalisation d'un événement on peut donc associer tous les résultats de I'épreuve
correspondante ; ainsi la somme supérieure ou égale 2 10 est I'ensemble de résultats
suivants :

[(4.6);(5.0); (6.6); (6.4);(6.5))
c’est-a-dire une partie de (). Désormais nous identifierons un événement a la partie de )
pour laquelle cet événement est réalisé.

On appelle événement élémentaire une partie de {2 réduite i un seul élément.

1.1.2  Algébre des événements

Réciproquérmient toute partie de O peut-elle étre considérée comme un événement, ou du
moins est-il utile qu’il en soit ainsi ? Afin de répondre a cette question nous allons supposer
pour I'instant que I’ensemble des événements constitue une classe 4 de parties de () dont
nous allons définir les propriétés en nous référant a des besoins usuels ; nous en profiterons
pour introduire le vocabulaire probabiliste.

A tout événement A, on associe son contraire noté A tel que si A est réalisé alors A ne 'est
pas, et réciproquement. A est donc représenté dans £ par la partie complémentaire de A.

I1 sera donc naturel d'exiger de € la propriété suivante : si A € € alors Ae G

Etant donné deux événements A, B on est conduit a s'intéresser a leur union A ou B (A U B)
et 4 leur intersection (A et Bou A N B). Il faudra donc que siA,Be 6, A UBetA N Be G,
et ceci d'une maniére générale pour un nombre quelconque d’événements.

On définit également 1'événement certain représenté par {) tout entier et I'événement
logiquement impossible (tel que avoir une somme de points égale & 13) représenté par
I’ensemble vide .

Nous pouvons maintenant définir la classe % par les trois axiomes :

- VAe % Aeb;

— pour tout ensemble fini ou dénombrable A|, A,, .. ., A, d"éléments de 6, U A; € 4,

- 0e@ '

On peut montrer 4 titre d’exercice que ces axiomes impliquent que & € €et que N A; € 6.

!

Les propriétés précédentes définissent ce que I'on appelle une o-algébre de Boole ou une
tribu. 2P(Q)) est une o-algébre particuliére, la plus grosse. mais il n’est pas toujours utile ni
souhaitable de I'utiliser.

On peut donc donner maintenant la définition d’un espace probabilisable :

DEFINITION

é On appelle espace probabilisable le couple (X1 ; 6) vit € constitue une tribu de parties
de ).
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Donnons encore quelques définitions utiles :

DEFINITIONS
Evénements incompatibles. Deux événements A et B sont dits incomparibles si la
réalisation de I'un exclut celle de I'autre, autremenr dit si les parties A et B de €) sont
disjointes AN B =,
Systéme complet d’événements. Ay, A, . . ., A, forment un sysiéme complet d’événe-
ments si les parties A, . . ., A, de Q constituent une partition de Q) :

{Vi # j ANA=0

UA =0

1.2 ESPACE PROBABILISE

[.2.1 LPaxiomatique de Kolmogorov

A chaque événement on associe un nombre positif compris entre 0 et 1, sa probabilité.
Afin d’éviter toute discussion de nature philosophique sur le hasard, la théorie moderne des
probabilités repose sur I'axiomatique suivante :

DEFINITIONS

On appelle probabilité sur (), ) (ou loi de probabilité) une application P de € dans
[0, 1] telle que :
- PH)=1;
~ pour tout ensemble dénombrable d’événements incompatibles A, A,, .. ., A, on
a P(UA) = ZPA).

On appelle espace probabilisé le triplet (Q), €, P).

Une loi de probabilité n’est donc rien d’autre qu’une mesure positive de masse totale 1 et
fa théorie des probabilités s’inscritl dans le cadre de la théorie de la mesure.

1.2.2 Propriétés élémentaires

Des axiomes on déduit immédiatement les propriétés suivantes :
Propriété 1 : P(J) = 0.
Propriété 2 . P(A) = 1 — P(A).
Propriété 3 : P(A) = P(B) siACB.
Propriété 4 : P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B).
Propriété 5: P(U A) < 2, P(A).

i
Propriété 6 : Si A; | &, alors lim P(A;) = 0 (continuité monotone séquentielle).

Propriété 7 : Théoréme des probabilités totales : Soit B; un systéme complet d'événe-
ments alors VA : P(A) =Y, P(A N B,).
i
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FORMULE DE POINCARE

Cette formule permet de calculer la probabilité de la réunion d’un nombre quelconque
d’évenements ; elle se démontre par récurrence :

]

P(JA) = D PA) — X PANA)

i=1 i=1 Isi<j=|

+ Y PANANAY + -+ (D PANAL A

I=i<j<k=s1

Remarque : P(A) = 0 n'implique pas nécessairement A = (J. Un événement de probabi-
lité nulle n’est pas nécessairement impossible : soit {2 = [0, 1] muni de la loi de probabilité
uniforme (c’est-a-dire de la mesure de Lebesgue) alors P(w) = 0 Vo.

De méme P(A) = 1 n’implique pas que A soit I’événement certain : on parlera d’événe-
ment presque certain et dans le cas précédent d’événement presque impossible.

dans 1'étude des variables aléatoires continues possédant une densité : tous les évenements
(X = x} sont de probabilité nulle mais aucun n’est impossible. La variable X prend une
valeur précise une fois I'expérience réalisée. Cela est comparable au fait qu’un intervalle de
longueur donnée !/ est formé d'une infinité de points de longueur nulle.

1.3 LOIS DE PROBABILITES CONDITIONNELLES,
INDEPENDANCE

Les concepts suivants sont purement probabilistes.
1.3.1 Introduction et définitions

Supposons que I'on s’intéresse i la réalisation d’un événement A, tout en sachant qu’un
événement B est réalisé (fig. 1.1). Si A et B sont incompatibles la question est tranchée : A
ne se réalisera pas, mais si A N B # &, il est possible que A se réalise ; cependant, ’univers
des possibles n’est plus {1 tout entier, mais est restreint & B ; en fait, seule nous intéresse la
réalisation de A i 'intérieur de B, c’est-a-dire A M B par rapport 4 B.

)

Ficure 1.1
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Ceci justifie la définition suivante :

DEFINITION
Soit B un événement de probabilité non nulle. On appelle probabilité conditionnelle de
A sachant B (ou encore de A si B) le rapport noté P(A/B) :

P(ANB)

P(A/B) = P(B)

[l faut s assurer que le nom de probabilité est justifié. Vérifions les axiomes :

PQQNB) PB)

PO/B) = —5E ~ P
P[(UA[) N B} P[U (4; N B)}
d (L,JA"/ B) N P(B) )

P(A;NB) _
ZW = Ei:P(A,- /B)  caqgfd

On peut donc munir (£}, 6) d’une nouvelle loi de probabilité, la loi de probabilité condi-
tionnelle & B fixé et ceci pour tout B de probabilité non-nulle.

Il sera nécessaire d’étendre 1a notion de loi de probabilité conditionnelle lorsque B est
de probabilité nulle (rappelons que la tribu % contient de tels événements) : cela sera fait au
chapitre 3 dans certains cas particuliers.

= Exemple : En fiabilité (ou en assurance sur la vie), on considere la fonction de survie
R(r) définie comme la probabilité qu’un individu vive au-deld d’une date 1 : R(r) = P(X > 1).
Cette fonction définit une loi de probabilité sur R* et :

Pty =X <) =R(t) — R(1:)

La probabilité conditionnelle de défaillance (ou de déces) entre t, et f, sachant que
I'individu a déja fonctionné (ou vécu) jusqu’a z, est :
R(t)) — R(ty)

Py <SX<tn/X>1)= RO
i

Pour la loi de survie exponentielle P(X > 1) = exp(—ct) on constate que cette probabilité
conditionnelle vaut :

I —exp{—c(t, — 1)) = P(X <1, — 1)

il n’y a pas de vieillissement : la probabilité de fonctionner pendant r, — f; A partir de t, est
la méme qu’au démarrage. Ce modele est couramment utilisé en électronique. =
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1.3.2 Indépendance
1.3.2.1 Indépendance de deux événements
DEFINITION

g@ A est indépendant de B si P(A/B) = P(A).

Autrement dit. la connaissance de B ne change pas les « chances » de réalisation de A,

PROPRIETE
gm A indépendant de B=> B indépendant de A.

On parlera désormais d'événements indépendants sans autre précision.
En effet, si P(A/B) = P(A), alors :

P(A N B) — P(A)
P(B)
. P(B/A —w—p(g)
ot BN =—pa =

On a démontré au passage I'importante formule :

P(A N B) = P(A)P(B)|

si et seulement si A et B sont indépendants.

N.B.: La notion d’indépendance n’est pas une notion purement ensembliste comme 1’in-
compatibilité : deux événements peuvent étre indépendants pour une loi de probabilité P
et pas pour une autre P’. On s’en convaincra en vérifiant qu'en général si A et B sont indé-
pendants, ils ne le sont plus conditionnetlement & un troisieme événement C.

1.3.2.2  Indépendance deux a deux et indépendance mutuelle

Soient A, 4., ..., A, des événements ; ils sont dits mutuellement indépendants si pour
toute partie / de ’ensemble des indices allantde I Anona:

P[ rl] A,} = l_,I P(A)

Cette condition est beaucoup plus forte que I'indépendance deux a deux, qui ne lui est pas
équivalente mais en est une simple conséquence.

Remarque : Dans les applications il est assez fréquent que I'on n’ait pas & démontrer
I’indépendance de deux événements car celle-ci est une propriété de I'expérience aléatoire.
Ainsi lorsqu’on procéde i un tirage avec remise de n individus dans une population finie les
événements relatifs aux différents tirages sont indépendants entre eux par construction.
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1.3.3 Formules de Bayes

" Elles ont pour but d'exprimer P(A/B) en fonction de P(B/A).

" Premiére formule de Bayes :

P(A/B)P(B)
B/A) = 120
P(B/A) P(A)
_ PANB _ P(ANB)
11 suffit d’éliminer P(A N B) entre P(A/B) —P(B) et P(B/A) = —_P(A) :

Soit B; un systéme complet d’événements. On peut écrire : P(A N B)) = P(A/B)P(B)).
Le théoréme des probabilités totales devient donc :

P(A) = X P(A/B)P(B)

On en déduit alors la deuxiéme formule de Bayes :

P(A/B)P(B))

P(Bi/A) =
S.P(A/BYP(By)
k

m Exemple : Dans une usine trois machines M|, M,, M5 fabriquent des boulons de méme
type. M, sort en moyenne 0.3 % de boulons défectueux, M, 0.8 % et M; 1 %. On mélange
1 000 boulons dans une caisse, 500 provenant de M,. 350 de M, et 150 de M;. On tire un
boulon au hasard dans la caisse ; il est défectueux. Quelle est la probabilité qu’il ait été fabri-
qué par M, (ou M, ou M3) ? ’

Lorsque I’on tire un boulon au hasard les probabilités dites a priori qu’il provienne de M|,
M, ou M, sont évidemment P(M,) = 0.50, P(M,) = 0.35, P(M;) = 0.15.

Lorsque I'on sait qu'il est défectueux, événement noté D, il faut alors calculer les proba-
bilités conditionnelles ;

P(M,/D), P(M,/D), P(M5/D)

Comme on connait P(D/M,) = 0.003, P(D/M,) = 0.008 et P(D/M5) = 0.01 la deuxiéme

formule de Bayes permet d’écrire :

P(D/M)P(M,)
P(D/M)P(M,) + P(D/M)P(M,) + P(D//W3)P(}W3)

_ 0.003 X 0.5

0.003 X 0.5 + 0.008 x 0.35 + 0.01 X 0.15

= (.26

On trouverait de méme P(M,/D) = 0.48 P(M,/D) = 0.26.

Ce sont les probabilités a posteriori, sachant que le boulon est défectueux. On voit donc
que la prise en compte d’une information (le boulon est défectueux) modifie les valeurs des
probabilités de M, M, et M. EA

P(M, /D) =
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Le théoréme de Bayes, simple conséquence des axiomes et de la définition de la
probabilité conditionnelle, tient une place & part dans le calcul des probabilités en raison de
son importance pratique considérable et des controverses auxquelles son application a donné
lieu : il est a 1a base de toute une branche de la statistique appelée stafistique bayésienne.

Parmi les applications courantes citons : en diagnostic médical la révision des probabilités
de telle ou telle affection aprés obtention des résultats d’examens de laboratoire, en matiére
financiere la détermination du risque de faillite des entreprises aprés observations de certains
ratios.

Le théoreme de Bayes est souvent appelée théoreme sur la « probabilité des causes » ce qui
se congoit aisément sur I’exemple précédent. Son application générale a donné lieu a de vio-
lentes critiques de la part des logiciens pour qui causalité et aléatoire sont antinomiques : il n'y
a qu’une cause possible parmi des causes mutuellement exclusives et leur donner des proba-
bilités n’aurait aucun sens.

Certains auteurs interprétent le fait que les formules de Bayes ont été€ publiées 2 titre pos-
_thume (en 1763) par la crainte du sacrilege : Thomas Bayes était en effet un écclésiastique
et I’application de sa formule & la recherche des causes ultimes d’un événement aurait pu
conduire & probabiliser ’existence de Dieu. . .

1.4 REFLEXIONS SUR LE CONCEPT DE PROBABILITE

La théorie mathématique des probabilités ne dit pas quelle loi de probabilité mettre sur
un ensemble () parmi toutes les lois possibles (et elles sont nombreuses. . .). Ce probleme
concerne ceux qui veulent appliquer le calcul des probabilités, et renvoie a la nature
« physique », si 1’on peut dire, du concept de probabilité qui formalise et quantifie le sen-
timent d’incertitude vis-a-vis d’un événement.

1.4.1 La conception objectiviste

Pour les tenants de ce point de vue, la probabilité d'un événement peut étre déterminée de
maniére unique.

1.4.1.1  La vision classique

C’est celle qui est héritée des jeux de hasard. () est en général fini et des raisons de symé-
trie conduisent i donner & chaque événement élémentaire la méme probabilité : ainsi le lancer
d’un dé parfait conduit & un ensemble () 2 6 éléments équiprobables.

Le calcul des probabilités n’est donc plus qu’une affaire de dénombrement, d’oil la céle-
bre formule :

Nombre de cas favorables

P(A) =
) Nombre de cas possibles

L’analyse combinatoire fournit alors les réponses aux cas classiques.

Cette approche ne s’étend pas aux cas oit {} n’est plus dénombrable (voir plus loin) et
repose sur une conception idéalisée de 1’expérience aléatoire : les symétries parfaites n’exis-
tent pas ; ainsi le dé parfait n’est qu'une vue de I’esprit et ses 6 faces ne sont pas en réalité
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équiprobables en raison de la non homogénéité de la matiere et surtout des gravures des
numéros sur les faces.

1.4.1.2 Un paradoxe célébre

Les limites de la vision classique apparaissent, nous semble-t-il, assez bien dans le céle-
bre paradoxe de Bertrand.

_ Considérons un triangle équilatéral et son cercle circonscrit. On tire une corde au hasard.
Quelle est 1a probabilité que sa longueur soit supérieure i celle du c6té du triangle ?

Reproduisons ici les commentaires de Renyi (1966) :

@ Premiére solution. Comme la longueur de la corde est déterminée par la position de son
milieu, le choix de la corde peut consister & marquer un point au hasard i I'intérieur du cer-
cle. La probabilité pour que la corde soit plus longue que le cété du triangle équilatéral
inscrit est alors évidemment égale a la probabilité pour que le milieu de la corde soit inté-
rieur au cercle inscrit qui est de rayon moitié (¢f. fig. 1.2).

Si I’on admet que la répartition de ce point est uniforme dans le cercle, on trouve pour la
probabilité demandée :

w(r/2)* _ _1_
ar 4

® Deuxiéme solution. La longueur de la corde est déterminée par la distance de son milieu
au centre du cercle. Par raison de symétrie nous pouvons considérer que le milieu de la corde
est pris sur un rayon donné du cercle et supposer que la répartition de ce point sur le rayon est
uniforme. La corde sera plus longue que le c6té du trangle équilatéral inscrit si son milieu est
une distance du centre inférieur a r/2 ; la probabilité cherchée est alors 1/2 (cf. fig. 1.3).

o
Ficure 1.2 FIGure 1.3

‘

P
FIGURE 1.4
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@ Troisitme solution. Par raison de symétrie nous pouvons supposer qu’on a fixé une des
extrémités de la corde, soit P,,. L'autre sera choisie au hasard sur la circonférence. Sil’on admet
que la probabilité pour que I’autre extrémité P tombe sur un arc donné de la circonférence est
proportionnelle i 1a longueur de cet arc, la corde PyP est plus grande que le c6té du triangle
équilatéral inscrit quand P se trouve sur 'arc PP, donc la longueur est le 1/3 de celle de la
circonférence (cf. fig. 1.4) ; la probabilité est alors 1/3.

11 est clair que ces trois hypothéses de répartition, sont également réalisables. L'exemple
parut paradoxal en son temps uniquement parce qu’on ne comprenait pas que des conditions
expérimentales différentes pour le choix au hasard de la corde, dans les trois procédés décrits,
conduisaient a des mesures-probabilités différentes sur la méme algebre d'événements.

{.4.1.3  La vision fréquentiste

Elle repose sur la loi des grands nombres (voir chapitre 2). Une seule expérience ne
suffisant pas pour évaluer la probabilité d’un événement on va répéter un trés grand nom-
bre de fois I'expérience. Ainsi du lancer d’un dé : 1a probabilité d’observer la [ace 6 est
Ia limite du rapport :

Nombre de 6 obtenus

Nombre d'essais

lorsque le nombre d’essais augmente indéfiniment. En effet la loi des grands nombres assure
que f converge vers la probabilité p de I'événement.

Du point de vue pratique il est clair que la vision fréquentiste ne permet pas de trouver la
probabilité d'un événement puisqu’un tel processus nécessitant une infinité d’observations
est physiquement irréalisable : cela permet tout au plus de donner une définition de la pro-
babilité comme limite d’une fréquence. Remarquons que dans la conception fréquentiste il
est impossible de donner une valeur et méme un sens a la probabilité d’un événement non
répétable du genre « neigera-t-il le 25 octobre 2990 » ; ce qui limite le champ d’application
du calcul des probabilités.

Cependant la critique la plus radicale du point de vue fréquentiste est la suivante : la défi-
nition de la probabilité repose sur Ia loi des grands nombres, or celle-ci est un théoréme de
probabilités qui suppose donc défini le concept de probabilité : il y a donc un cercle vicieux.

1.4.2 La conception subjectiviste

Le point de vue classique étant trop limité, le fréquentisme logiquement intenable, la pro-
babilité d’un événement sujette a révision en fonction d’informations nouvelles (théoréme de
Bayes), I'existence méme de probabilités objectives a ét€ niée par beaucoup. C’est ainsi que le
magistral Traité de Probabilités de de Finetti (1974) commence par I"affirmation en lettres capi-
tales « La Probabilité n’existe pas » et continue par :

« L’abandon de croyances superstitieuses sur 'existence du phlogistique, de ['éther, de
Iespace et du temps absolu. . . ou des fées, a été une étape essentielle dans la pensée scien-
tifique. La probabilité, considérée conmne quelque chose ayant une existence objective est
également une conception erronée et dangereuse, une tentative d’extérioriser on de maté-
rialiser nos véritables conceptions probabilistes ! »
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1.4.2.1 Mesure d’incertitude

La probabilité objective d'un événement n’existe pas et n’est donc pas une grandeur
mesurable analogue 4 la masse d'un corps, c’est simplement une mesure d’incertitude,
pouvant varier avec les circonstances et I’observateur, donc subjective, la seule exigence
gtant qu’elle satisfasse aux axiomes du calcul des probabilités.

Les tenants de 1’école subjectiviste proposent alors des méthodes permettant de passer
d’une probabilité qualitative c’est-d-dire d’un simple pré-ordre sur les événements. a une
mesure de probabilité.

Puisque la répétition n’est plus nécessaire on peut probabiliser des événements non répé-
tables et étendre le domaine d’application du calcul des probabilités en particulier pour tout
ce qui concerne les décisions économiques.

1.4.2.2 Le bayésianisme

"""""""""""""" Un pas de plus va éire franchi par I’école bayésienne (ou plus exactement néo-
bayésienne vu les deux siécles de décalage entre Bayes et ceux qui s’en réclament
actuellement) qui va probabiliser tout ce qui est incertain et méme des phénomenes non
aléatoires.

Pour illustrer la théorie bayésienne modifions guelque peu ’exemple précédent de
Ja fabrication des boulons : supposons qu’il n'y ait plus qu'une machine et que 1’on
cherche 2 estimer le pourcentage p de boulons défectueux produit en moyenne par la
machine : si P'on admet qu’il n’y a que trois valeurs possibles p;, p,, p; respectivement
égales & 0.3 %, 0.8 %, | % de probabilités a priori w,, ., 7, respectivement, la solution
est inchangée et la valeur la plus probable a posteriori est 0.008 (si I'on tire un seul bou-
ton défectueux). Supposons qu’on tire maintenant n boulons et que le nombre de boulons
défectueux soit &, la probabilité que le pourcentage de défectueux produit par la machine
soit p, est alors :

Chps(1 — po)"*m
?C,.p‘(l — p)' Tk

On peut encore généraliser et supposer que p prenne toutes les valeurs possibles dans
I'intervalle {0, 1]. Si I’on connait la loi de probabilité de p sur [0, 1] et qu’elle admet une
densité f(p) par rapport 2 la mesure de Lebesgue, la formule de Bayes s’écrit :

Cip"(L — py"*f(p)

J’ /lpk(l - P)" Lf(l)) d[)
0

P(p/k) =

(voir chapitre 3).
A condition de connaitre une distribution de probabilité a priori sur les valeurs de p, on
peut donc en déduire les valeurs de p a posteriori les plus probables, donc estimer p.

On aura remarqué que p n’est pas aléatoire mais un paramétre fixe de valeur inconnue et
que I’on a modélisé notre incertitude sur ses valeurs, par une mesure de probabilité. Mais
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comment choisir cette mesure a priori ? on retombe sur la difficulté signalée plus haut et, si
cette probabilité est subjective, quel statut scientifique donner & une grandeur qui peut varier
d’un observateur a 'autre 7 Telles sont les critiques usuelles faites par les objectivistes. De
plus on a montré qu'un ordre de probabilités donné n’induisait pas nécessairement une
mesure de probabilité unique P sur {}, compatible avec la relation d’ordre. P n'existe pas
forcément ou encore, si P existe, P n’est pas toujours unique.

Nous arréterons 1a ces quelques remarques et sans prendre parti dans une querelle qui dure
encore, rappelons que le modele probabiliste a prouvé son efficacité dans de nombreuses
applications mais que comme tout modgle ce n’est qu'une représentation simplificatrice de
la réalité et que ses hypothéses doivent étre mises a 1’épreuve des faits.

Nous renvoyons le lecteur intéressé par la philosophie des probabilités aux travaux de de
Finetti (1974), Matalon (1967), Matheron (1978) et Savage (1954), cités en références.



Variables aleatoires

Dans ce chapitre, on étudiera uniquement les variables aléatoires réelles. Les variables
qualitatives ou ordinales (a valeurs dans un ensemble quelconque ou muni d’une structure
d’ordre) ne feront pas ’objet d'une étude théorique ; on les trouvera évoquées dans les
chapitres consacrés a la statistique.

2.1 LOIDE PROBABILITEI ET MOMENTS

D’'UNE VARIABLE ALEATOIRE REELLE
2.1.1 Définition et fonction de répartition
2.1.1.1 Généralités

Le concept de variable aléatoire formalise la notion de grandeur variant selon le résultat
d’une expérience aléatoire.

Considérons le lancer de deux dés parfaitement équilibrés : cette expérience se traduit par
I’ensemble () de tous les couples de chiffres de 12 6:

Q={1,1;0,2);...5(6,6))

. . o 1
muni de la loi de probabilité P telle que P(w) = 36 Vwe .

Intéressons-nous 2 la somme des points marqués par les deux dés. On définit ainsi une
application § de {) dans I'ensemble £ = {2,3, ..., 12) (fig. 2.1).

~_S(®)

0 E

Ficure 2.1
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Pour obtenir la probabilité d’une valeur quelconque de S, il suffit de dénombrer les w qui
réalisent cette valeur. Ainsi :

4
P(S =5) = P({(1, (2, )3, 24 D)) = %

et généralement P(S = s) = P({S'(5))).
On voit que, pour définir la loi de probabilité sur S, on transporte [a loi de probabilité de
Q) sur E par I"application S.
Si X est une application d’un ensemble probabilisé ({2. ¢, P) dans E, il faut donc que
E soit probabilisable, c’est-2-dire muni d’un tribu J et que I'image réciproque de tout élé-
ment de J soit un événement, c’est-a-dire un élément de 6. On reconnait ici la définition
mathématique de la mesurabilité d'une fonction.
Une variable aléatoire X est donc une application mesurable de ({}, 6, P) dans (E, 9).
Lorsque E = R, on utilise comme tribu la o-algebre engendrée par les intervalles de R ;
c’est la plus petite o-algébre (autrement dit I'intersection de toutes les o-alggbres) contenant
les intervalles. Cette tribu est appelée tribu borélienne et est notée 3.

DErFINITION |

Une variable aléatoire réelle est une application mesurable de (Q, 6, P) dans R muni
de sa tribu borélienne (R, 9B).

Pour tout borélien B, on définit Py(B) par:
Py(B) = P({w]X(w) & B))
= P([X7'(B)))

ceci définit une probabilité sur (R, 28) d'ot la :

DEFINITION 2
& On appelle loi de probabilité de X la mesure image de P par X et on la note Py.

Pour une variable discréte, c’est-a-dire une variable ne pouvant prendre qu’un nombre fini
(ou dénombrable) de valeurs x|, x,, ..., x,, la loi Py est constituée de masses ponctuelles.
Py peut alors étre représentée par un diagramme en bitons.

Ainsi, pour I'exemple du lancer de deux dés, on a la figure 2.2.
2.1.1.2  Fonction de répartition

La fonction de répartition d’une variable aléatoire X est I'application F de R dans [0, 1]
définie par :

F(x) = P(X < x)
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6/36
5/36 5/36

4/36 4/36

3/36 3/36
2/36 2/36

1/36 1/36

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

FiGURE 2.2

PROPRIETES (sans démonstration)

F est une fonction monotone croissante continue & gauche. En tant que fonction
monotone, elle admet un nombre de points de discontinuité au plus dénombrable.
Réciproquement, toute fonction monotone croissante continue a gauche telle que
F(—=) = 0 et F(+0o°) = | définit une loi de probabilité unique sur R.

Un exemple de fonction de répartition correspondant a une variable discrete (celle de
S définie précédemment) est donné par la figure 2.3.

i Flx)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
FiGure 2.3

La figure 2.4 est un exemple de fonction de répartition correspondant i une variable conti-
nue (voir plus loin).

L'importance pratique de la fonction de répartition est qu’elle permet de calculer la pro-
babilité de tout intervalle de R :

Pla = X <b)= F(b) — F(a)
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FIGURE 2.4

2.1.1.3 Variables continues

La notion de variable continue, ou plus exactement absolument continue, se confond avec
celle de variable admettant une densité de probabilité.

DEFINITION
Une loi de probabilité Py admet une densité f si, pour tout intervalle [ de R, on a :

Pyl = ,[ fl) dx = L 1,()f(x) dx

(1, est la fonction indicarvice de I).

F est alors dérivable et admet f pour dérivée. On a donc :

b
Pa<X<b)= | f)ydx = F(b) — Fla)|  (fig. 2.

a

[94)
~—

f(x)

P(a<X< b)

a b X

FIGURE 2.5

Une densité f est donc une fonction positive d’intégrale égale a 1 :

Jf(.t) dx=1
®
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On remarque que pour une variable 2 densité :

PX=x)=0 Vx

et on peut écrire : |P(,\' <X <x+dx)=fx) dx|

m Exemple : La variable X, dont la loi est définie par P(X > x) = exp(—\x) pour tout
x positif, admet pour densité :

S =hexp(—Ax) six=0

fx)=0 six<O (fig. 2.6)

FIGURE 2.6

Elle est utilisée couramment pour représenter la durée de vie de phénomeénes sans vieillis-
sement (comme les composants électroniques). (]

2.1.1.4 Taux instantané de défaillance

Si X est une variable continue positive représentant une durée, on définit la fonction
suivante :

fx)

"R

appelées selon les domaines d’application : « taux instantané de défaillance », « fonction de
hasard » ou encore « quotient de mortalités ». Pour une durée de vie X, /i(x) s’interpréte comme
la probabilité de déces immédiatement aprés .x, sachant que 1’on a vécu jusqu’a x.

En effet, pour dx infiniment petit :

f(x) dx

r < X <) X >x) =
Pr<X<x+dx/X>0x I Fo)

= h(x) dx.

1 ~ F(x) est appelée fonction de survie.
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h(x) caractérise la loi de X car on peut retrouver F(x) a partir de /i(x) :

d
h(x) = —a In(1 — F(x))

Fy =1 — exp(— j “Wndn)
0

Une fonction h(x) croissante est caractéristique d’un phénoméne de vieillissement.

Si h(x) = ¢, il y a absence de vieillissement, le décés est di a des causes aléatoires externes :
X suit alors la loi exponentielle F(x) = 1 — exp(—cv), qui sera étudiée plus loin.

2.1.2 Loi d’une fonction d’une variable aléatoire Y = ¢(X)

On supposera X continue avec une densité f et une fonction de répartition F. ¢ sera sup-
posé dérivable. On recherche g et G densité et fonction de répartition de Y.

2.1.2.1 o bijective

¢ est donc monotone. Si ¢ est croissante, on a F(x) = Glox)) car X <x &< Y < @) d'ol:

[G(y) = Fle™'(»)]  (fig. 2.70)

En dérivant : f(x) = g(e(x))e'(x) soit ;

)
(») ==
= 0w
X
X
(a) (b)
FIGURE 2.7a FiGure 2.7b
SRR
ou encore : g(y) = fle™ (W]

o'le (W]

Si ¢ est décroissante X < x & Y > ¢(x), d’olr :

G(y) =1~ Fe \y)|  (fig. 2.7b)
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W)
@'(x)

ef en dérivant : g(y) =

Puisque @ est décroissante. ' <0, et on a la formule générale pour une application
bijective @ quelconque :

_ S
9 9" (x)]
_ ST
I = T ]
ma Exemple : Y = exp(X) et X=IhY
_ S _ f(ny)
gy = ~ = L]
exp(x) y

2.1.2.2 ¢ quelconque

Le principe consiste toujours a identifier la fonction de répartition G(¥) en recherchant
I’antécédent pour X de I’événement ¥ < y = @(x).

Par exemple, si ¥ = X* avec X défini sur R: P(Y <y) = P(—Vy < X< +y):

|GG = Foly) = F—Vy)

1

1

5=

g(y) = f(\y)

T .
gly) = ;@(\f(\@ + f(=Vv))

Fl
y

en particulier g(y) =

si fest une fonction paire.

2.1.3 Indépendance de deux variables aléatoires

Soient X et ¥ deux variables aléatoires réelles définies sur le méme espace probabilisé.
Le couple (X, Y) est donc une application mesurable de (2, 6, P) dans R* muni de sa tribu
borélienne.

DEFINITION

X et Y sont indépendantes si, pour tout couple de boréliens B; et B;, on a :

P(Xe B)N (Ye B)) = P(Xe B)P(Y € B)
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En d’autres termes, la loi de probabilité Py, du couple (X, Y) n’est autre que la loj
produit que 1’on note :

Py =P QP

COROLLAIRE

X et Y sont indépendantes si et seulement si la fonction de répartition du couple .
(X, Y) définie par H(x, y) = P(X < x N Y < y) est égale au produit des fonctions de
répartition respectives de X et de Y, appelées fonctions de répartition marginales :

[Hx,») = F0)GG)|

Si X et Y admettent des densités f(x) et g(y), alors le couple (X, V) admet pour densité
F(x)g(y). Dans ce cas, la réciproque est également vraie.

2”.l>.4 Momenté d’une variable aléatoire
Une loi de probabilité peut étre caractérisée par certaines valeurs typiques associées aux
notions de valeur centrale, de dispersion et de forme de la distribution.
2.1.4.1 L’espérance mathématique
Pour une variable discréte, on définit I’espérance E(X) par la formule :
E(X) = Xx;PX = x)

(si cette expression a un sens). E(X) est la moyenne arithmétique des différentes valeurs de
X pondérées par leurs probabilités.

Pour une variable continue admettant une densité, E(X) est la valeur, si I’'intégrale converge,
de f X f(x)dx.
R

Ces deux expressions ne sont en fait que des cas particuliers de la définition générale sui-
vante :

DEFINITION

X étant une variable aléaroire réelle définie sur ((}, 6, P), 'espérance mathématique
de X est, si elle existe, 'intégrale de X par rapport a la mesure P :

EX) = deP
Q

D’aprés le théoreme de la mesure image, on a :

EX) = f xdPy(x)
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' d'oi, en particulier si Py est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue de R,
- i] existe une densité f(x) : dPy(x) = f(x) dx et alors on retrouve :

EX) = f.\'f(.\‘) dx

1 faut prendre garde au fait que I'espérance mathématique n’existe pas toujours. Ainsi,
" |a variable X ayant pour densité sur R :

1 )
4= (loi de Cauchy)
=209

4o

—- dx diverge.

X
, e .
a pas d’espérance car |’intégrale J -
nap P ) Sy E—

' Les propriétés élémentaires de 1'espérance mathématique sont celles des intégrales et se
déduisent de la linéarité. Si a est une constante :

E(a) =a
E(aX) = aE(X)
EX+a) = EX)+a

La plus importante propriété est I’additivité : I'espérance d’une somme de variables aléa-
toires (qu’elles soient ou non indépendantes) est égale 4 la somme de leurs espérances :

(E(XX, + Xo) = E(X)) + EQG)]

A. Espérance d’une fonction ¢(X) d'une variable aléatoire

Par définition, E[e(X)| = J’ (vsX) dP si cette expression a un sens.
0

En utilisant a2 nouveau le théoreme de la mesure image, on a:

E(pX)) = f @(x) dPy(x)

Ce résultat trés important est d’un emploi courant et permet de calculer I'espérance d'une
variable ¢(X) sans avoir 4 déterminer la loi de ¢.X.

B. Inégalité de Jensen

Si @ est une fonction convexe, on peut montrer, si les espérances existent, que :

E(p (X)) = ¢(E(X))

On en déduit en particulier :
E(x)) = [EX)|
E(X?) = (EX))*
E{exp(X)) = exp(E(X))
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C. Espérance d’'un produit

Si X et Y sont deux variables aléatoires de loi conjointe Pyy, on a, si I’expression a un sens :
E(XY) = J XV dPyy(x, 3)

Lorsque X et Y sont indépendants, dPy(x, ¥) = dPy(x) @ dP,(y) et I"intégrale double se
factorise :

E(XY) = J.\‘ dPy(x) Jy dPy(y)

d’ou: |Xcl Yindépendants = E(XY) = E(X)E(Y)|

Attention : La réciproque est fausse et E(X)E(Y) = E(XY) n’entraine pas en général
I"indépendance de X et Y.

D. Une interprétation statistique

Reprenons I'exemple du lancer de deux dés. Par raison de symétrie, £(S)} = 7. Supposons
qu’on lance n fois les deux dés et que les réalisations successives de S soient sy, s, .. .. 5,

_ |
Formons la moyenne § = — ».s; de ces résultats.
n

On montre alors que si 1 — 9, § — 7 en un sens qui sera précisé plus tard (loi des grands
nombres, voir paragr. 2.7 et chapitre 12).

E. Espérance et fonction de répartition

Sous réserve de convergence de I'intégrale, on a pour une variable positive le résultat suivant :

EX) = J’x(l —F(x))dx
0

-]

En effet, en intégrant par parties : J (I=F(x))dx = [(1 — F(,\')).\’]: + J xf(x)dx,etle
0 0

crochet est nul si I'intégrale converge.

N | -
R 4
Q.4 // /
0.2 /// 7////

. 4

0.5 1 1.5 2 2.5

FIGuRe 2.8




JmmaVariables aléatoires 55

Lespérance d'une variable positive s’interpréte donc comme 1'aire située entre 1’horizon-
tale y = 1 et la fonction de répartition. La figure 2.8 correspond a la fonction de répartition
J’une loi log-normale d’espérance | et d’écart-type 0.4.

2.1.4.2 Lavariance

On appelle variance de X notée V(X) ou o’ la quantité définie par :

= E(X —mP) = f(.\‘ — m)? dPy(x)

ot m = E(X).
o s'appelle I'écart-type de X.

La variance est donc le moment centré d’ordre 2 de la distribution et est une mesure
-~ de-1a dispersion de X autour de m.
» Propriétés de la variance

Comme E((X — a)®) = V(X) + (E(X) — a)* (formule de Konig-Huyghens) on en
déduit que V(X) est la valeur minimale de E((X — a)?) quand a varie.

On en déduit la formule classique
VIX) = E(X?) — (E(X))*
Par ailleurs :
V(X—a) = V(X)
V(aX) = a’V(X) et o(aX) = |a| o(X)
V(X) = 0 & X = a (presque slirement)

L'espérance et 1’écart-type sont reliés par I'inégalité de Bienaymé-Tchebyshev :

1
P(X — EXX)| > ko) = =

= Démonstration

o’ = J(,\' — m)* dPy(v) > f (x — m)>dPy(x)
R X = m| > ke

car on restreint le domaine d’intégration d’une fonction positive. En minorant (x — m)* par
Ko ona:

f (x = m)* dPy(x) > kzo‘zJ' dPy(x)
IX = m|> ko

|X—=m|>Aa

Cette derniere intégrale vaut P(|X — m| > ko). ce qui établit la propriété. m=
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Cette inégalité, dont I'intérét théorique vient de ce qu’elle est valable quelle que soit la 1g
de X, n"a que peu d’applications pratiques, car la majoration qu’elle fournit est 1a plupart dy
temps excessive. Ainsi pour une loi normale, P(JX — E(X)| > 2¢) = 0.05 alors qu
I'inégalité de Bienaymé-Tchebyshev donne 0.25 comme majorant. Remarquons, de plys
que P’inégalité est inutilisable pour k < [.

°  Variance d'une somme de variables aléatoires
VX +Y)=E[X+ Y)Y — (EX) + E(Y))?

= E(X?) + E(Y?) + 2E(XY) — E(X)? — E(Y)* ~ 2E(X)E(Y)
= V(X) + V(Y) + 2EXY) — E(X)EY))

On appelle covariance de X et Y la quantité :

cov(X,Y) = E(XXY) — E(X)E(Y) = E(X — EQO)Y — E(Y)))

donc : (VX + Y) = V() + V(Y) + 2cov(X, V)|

o XetY =SVX+Y)=VX)+ V(Yj
En particulier :

indépendantes

mais la réciproque est ici encore inexacte en général.

*  Variance d’un produit de deux variables indépendantes

Un calcul élémentaire montre que :

[V(XY) = VOOWY) + VIXO(EY)) + VIYIEX))?

» Approximations de I'espérance et de la variance d'une fonction ¢(X)

Un développement limité a [’ordre 2 au voisinage de I’espérance m de X donne :
P g

(x — m)?

@(x) — @(m) = (x —m)e'(m) + 5 o"(m)
En prenant I’espérance :
Eo(X)) — o(m) = E ((Y—_,i )qa"(m)

1 T
soit : .E(q:(X.) = @(m) + 5 V(X)qa"(m)J

En élevant au carré @(X) — ¢(m) et en prenant [’espérance, on trouve également [Lejeune,
2004] :

V(e(X)) = (¢'(m)yV(X)
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4.3 Autres moments

sfinit. si ils existent, les moments centrés d’ordre & :
On définit,

1y = E[(X = m)]

n a évidemment p, = Oet i, = V(X). Si la distribution de la variable aléatoire est symé-
ique, ona Ly =0 Vk

Les moments Ly et puy sont utilisés pour caractériser la forme de distribution.

Pour obtenir des quantités sans dimension, on utilise les coefficients d’asymétrie et
aplatissement v, et ¥a (en anglais skewness et kurtosis) :

=M = M
Y1 P Yi o

- La figure 2.9 donne quelques allures typiques de courbes de densité correspondant
-4 certaines valeurs de vy, et y,.

~ On remarquera que <y, est toujours supérieur a | car I'inégalité classique entre moyennes
d’ordre p entraine ()" > ()2 = py > (o)
De plus, on a toujours y» = 1 + (y,)*
Plus que 1'aplatissement, le coefficient y, mesure I'importance des « queues » de
distribution.

¥ >0 Y, <0

-Y2>3 ‘Ya=3 .Y2<3

Loi de Gauss

Yg:'l.ﬂ 'Yg<1.8

Loi uniforme Loien U

FIGURE 2.9
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Inégalité de Markov : En utilisant la méme méthode que pour 1'inégalité de Bienaymé.
Tchebyshev, on montre que :

E(X*)

PUXD > ) ==

2.1.4.4  Ordres stochastiques

Les concepts de dominance stochastique sont utilisés dans différents domaines, en parti-
culier en fiabilité pour comparer des fonctions de survie, et en théorie de la décision pour °
comparer des risques.

A. Dominance stochastique d'ordre |

On dit que X domine stochastiquement ¥ si la fonction de survie de X est supérieure i celle -
deY: |

0.8

TTTT Y

T

0.6}

0.4F

FiGure 2,10

THEOREME (ADMIS)

Pour que X domine stochastiquement Y, il faut et il suffit que E(f(X)) = E(f(Y)) pour
toute fonction f croissante.

On en déduit que la dominance stochastique de X sur ¥ entraine E(X) = E(Y).

On peut montrer (exercice & faire . . .) la propriété suivante : si la fonction de hasard (ou
taux de défaillance) de X est partout inférieure a celle de Y, alors X domine stochastique-
ment Y. C’est par exemple le cas de la durée de vie des femmes en France qui domine celle
des hommes : non seulement 'espérance de vie des femmes est plus élevée que celle des
hommes, mais également la probabilité de survie a tout 4ge.
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B. Dominance stochastique d'ordre 2

La dominance d’ordre 1 implique que les fonctions de répartition de X et ¥ ne peuvent
se croiser. Une forme plus faible de dominance, qui autorise les croisements, est définie

* comme suit :

DEFINITION
X domine stochastiquement Y & ordre 2 si leurs fonctions de répartition sont telles que :

f F(x)dx SJ' G(x)dx  pouritoutc.

L'inégalité porte cette fois sur les intégrales des fonctions de répartition. La dominance
stochastique d’ordre 1 entraine celle d’ordre 2.

FIGURE 2.11

Cette forme de dominance est utilisée en théorie du risque pour des variables positives
représentant des gains aléatoires. Supposons de plus que X et ¥ ont méme espérance : alors
les aires hachurées sur la figure précédente sont égales. On voit intuitivement que la réparti-
tion de X est moins dispersée que celle de Y. Un individu qui a de I’aversion pour le risque
préferera donc X a Y. La dominance stochastique d’ordre 2 implique V(X) < V(Y) mais est
plus générale (la réciproque est fausse).

On montre que si X domine Y, Y a la méme distribution que X + € oll € est une variable
telle que £(e/X) = 0. Intuitivement, Y est « plus aléatoire » que X.

Le théoréme du paragraphe précédent est alors modifié comme suit [Rothschild et Stiglitz,
1970] :

THEOREME

Pour que X domine stochastiqguement Y o l'ardre 2, il faut et il suffit que E(GX)) = E(f(Y))
pour toute fonction f croissante concave.
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2.2 LOIS DE PROBABILITE DISCRETES
D’USAGE COURANT

2.2.f Loi discréte uniforme

X=1{1,2,3,...,n)

PX=1)=PX=2)=-=PX=n) (fig. 2.12)
1
PX =k ==
n
ll
T e, | _
|1 23 n
FIGURE 2.12
E(X _n+1 L.
X) = 5 par symétrie

n+1

1
EX)y=-(+2+.--+n)=
R

1
Ewﬁ=;u+4+9+u-+M)

La(n+ D2+ 1)

E(X?) =
X3 i 6
d'on
n+DCn+ 1 (n+ 1)
V(X) = -
X) 6 3
n+1
V(X)) = —1—7——(411 +2—3(n-+1)
; =1
soit : V(X) = 2

2.2.2 Loi de Bernoulli de paramétre p

C’est la loi d’une variable X ne pouvant prendre que les deux valeurs 1 ou 0 avec les
probabilités p et | — p ; X est la fonction indicatrice d’un événement A de probabilité p :

Comme X2 = X, E(X?) = p,d'oii :

V) = p(t - p)|
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2.2.3 Loi binomiale % ; p)

“ . A. Principe

~ Supposons que I'on repete 1 fois dans des conditions identiques une expérience aléa-
té)ire, dont ’issue se traduit par I'apparition ou la non-apparition d’un événement A de pro-
| babilité p, le résultat de chaque expérience étant indépendant des résultats précédents. Soit X

. “le nombre d’apparitions de I'événement A parmi ces n expériences (0 <X =< n). On dit
" alors que X suit une loi binomiale de paramétres n et p notée %B(1 ; p). Comme a chaque

expérience numérotée i(i =1, 2,..., n), on peut assacier une variable de Bernoulli X; de
n
paramétre p, on a : X = Y X, d’ou la deuxieme définition de la loi binomiale : X suit une
e T =
" loi binomiale PB(n ; p) si X est une somme de n variables de Bernoulli indépendantes et
de méme paramétre p.

De cette définition, découlent I’espérance et la variance de X.

o E(X) = ZE(X)), donc : | E(X) = np | (X) = EV(X;) car les X; sont indépendants ; donc :
| V&) = np(1 = p)]

B. Loi de probabilité

Afin de chercher I'expression de P(X = k), remarquons que toutes les configurations,
telles que & variables X; prennent la valeur | et n — k la valeur 0, sont équiprobables et qu’il
y a C} configurations de cette sorte (nombre de manigres de choisir k X; parmi ).

D’autre part :
PX,=x,N...NX,=x,) =] PX, = x)
i=1
"
— Hp,\‘,(] — P)Iﬁ\',r
i=1
car les X; sont indépendants :

PXy=x,NXs=xs..,NX, =x,)=p(l — py~ >

Comme Xx; = £, on trouve :

|P(X = k) = Clp*(1 - py~*

Cette formule justifie le nom de la loi binomiale car les P(X = k) sont les termes du
développement de (p + (1 — p))" selon la formule du bindme de Newton (on vérifie au
k=n
passage que E PX=k=1).
k=0
La figure 2.13 représente quelques diagrammes en bétons correspondant i diverses
valeurs de n et p. On notera que la distribution est symétrique si p = 1/2 et le devient
approximativement sinon, dés que n est assez élevé.
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A
] 0.6 1
04 n=0.5 05 |
0-3] p=01 : n=10
0.2 0A4] p=0.05
01 0.3
X o.zl
0 1 2 34 5 0-1ﬂ
| X
0 1 2 3 45
0.4 n=10
0.37 p=01
0.2
0.1} n=10
I T 0.2 0.2
0 123456 0.1
A
n=20
0.3 p=01
0.21
0.1
- l |, x
0 12 3 4 5 6 7 8 9
n=>50
- 0 1 2 3 45 6 7 9
02 p=0.1 8
0.1
P"ll,ﬁL!’x
0 12 3 4 5 6 7 8 910
FiGURE 2.13

Un résultat utile pour ’utilisation des tables : si X suit une loi binomiale %B(r; p), n — X
suit alors une loi binomiale PB(n; 1 — p).

Pour n grand, on verra plus loin que la loi binomiale peut étre approximée soit par une loi
de Poisson (si p est petit) soit par une loi de Gauss.

La somme de deux variables aléatoires binomiales indépendantes et de méme paramétre
p est une variable aléatoire binomiale :

X, = B, p)

=X, + X5 = B(n, + n,,
Xy = Bony, pp) 1 TR T AT RD
=a Démonstration

X, : somme de n, variables de Bemoulli ;
X, : somme de 5, variables de Bernoulli.
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|+ X5, somme de n; + n, variables de Bernoulli est bien une variable binomiale
Jeffectif égal a la somme des effectifs. v

: Condition nécessaire et suffisante : X et X, doivent étre indépendantes.

'2i2.4 Loi de Poisson 2(\)

C’est la loi d’une variable aléatoire entiére positive ou nulle qui satisfait & :

X

Av
PX =x) = exp(~)\)—' onn xeN
x!

On peut vérifier tout d'abord qu’il s’agit bien d'une loi de probabilité :

= A;\’
P(X = x) = exp(—\) E ~= = exp(—A)exp(A) =1
=0

M

x!

0

X

"X la figure 2.12, quelques diagrammes en bitons correspondent i diverses valeurs de X :
5= [~

06+ 0.4 0.4
0.51 A=05 0.3 A=1.0 0.3 A=15
0.4 0.2 0.2
0.3 0.1 0.
0-2° 0 5 10 0 5 10
0.1
0 5 10
0.4+ 0.4 0.3
A=20 A =30 \=5.0
0.34 0.3 0.2
0.2 0.2 0.1
0.1 0.1 @
0 5 10 0 5 10
0.3
A=10.0
0.2
i
| I ‘ | ‘ | L
0 5 10 15
FiGure 2.14

Le paramétre \ représente 2 la fois I’espérance et la variance de X.
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On obtient la loi de Poisson comme approximation de la loi binomiale dans le sche’m;f
suivant :

Soit un événement A de probabilité p trés faible (en pratique p < 0.1) que I'on essaie”
d’obtenir quelques fois en répétant I'expérience un grand nombre de fois (en pratique 7 > 50). -
Le nombre de réalisations de A suit une loi binomiale PB(1 ; p) telle qu’en pratique :

Bn, p) ~ P(np)
c’est-d-dire :
k
np
CEPM(L = pyr~ = exp(—np) P ;f.)
Nous allons, en fait, établir ce résultat sous la forme mathématique suivante :

THEOREME

Soit X, une suite de variables binomiales B(n, p) telles que n— o et p — 0 de maniére-
a ce que le produit np tende vers une limite finie \. Alors la suite de variables aléatoires
X,, converge en loi vers une variable de Poissont P(\).

Les notions de convergence seront étudiées en détail au paragraphe 2.7.

= Démonstration

nn—1...n—x+1)
n 14
x!

(””)X(l - 1)(1 - 3) L (1 -1 l) (1 — py==
x! n n n

. 1 xr—1
Faisons tendre n — o, Tous les termes (1 - —) N (1 - ) tendent vers 1, leur
n n

C,}P‘(l _ p)n*_\‘ — r(l — p)n—.\'

produit tend vers 1 car ils sont en nombre fini.
Décomposons (1 — p)"“en (1 — p)(1 — p)~*
(1=-p)y*—1lcarp—0.

A’ n
Quanta (I — p)" ~ (1 - -> il tend vers exp(—A\) donc :
n

C}fl"“(l _ p)n—.r — (E

. ) exp(—N\) c.g.f.d =

La suite des espérances des binomiales X, : E(X,) = np converge vers \ :
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. = G
En effet: E(X) = ‘S\ exp(— }\)_ Z exp(=\) M
x=0 =1 (,\ _ 1)]
car le premier terme est nul :
B = exp(-MA 3 = exp(—MA 2 =
= n( = ! “x

= exp(—MAexp(A) =\

La suite des variances des binomiales X, : V(X,) = np(1 — p) tend aussi vers \ car
np — )\, p bl 0.

Montrons que .

= Démonstration

VIX) = E(X?) — [E(X)]* = E(X?) — \*

EXY = 2\ exp(— )\)—= 2 xexp(—\)

x={0

(x—Dn!
avecx=x— 1+ 1, il vient:

X X

X\
EXY = ECXP( )\)( _).4— Eexp( )\)m

x—2 x—1

E(X*) = Nexp(— x)g( % + \exp(— ME——W

E(X?) = Nexp(—Nexp(A) + hexp(—Nexp(\) = A\* + X
donc V(X) = N*+ X — N> = \.
Donco = \/X

On verra plus loin que la somme de deux variables de Poisson indépendantes est encore
une variable de Poisson. Lorsque N est grand, on verra que la loi de Poisson peut étre
approximée par la loi de Gauss.

La loi de Poisson s'obtient aussi comme loi exacte du nombre d’événements survenant
pendant une période donnée, sous certaines conditions (voir plus loin le paragraphe consacré
au processus de Poisson).

== Exemples d’application de la loi de Poisson :
— loi du nombre de suicides par an dans un pays donné ;
~ loi du nombre d’appels téléphoniques pendant un intervalle de temps T ;
— loi du nombre de piéces défectueuses dans une livraison importante, la production
étant de bonne qualité ;
- elc.
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2.2.5 Loi hypergéométrique J(N, n, p) ou du tirage exhaustif

Soit une population de N individus parmi lesquels une proportion p (donc Np individug)
posséde un certain caractére. On préléve un échantillon de n individus parmi cette popula_v.f
tion (le tirage pouvant s’effectuer d’un seul coup ou au fur et & mesure mais sans remise)"‘
Soit X le nombre aléatoire d’individus de 1'échantillon possédant la propriété emnsugee
X suit la loi hypergéométrique et I’on a :

Cl\' ) "T‘A\' )
PX = x) = _V’_C'l:’_ﬂ
N

%  nombre d'échantillons possibles ;

min X = max (0;n — Ng);
max X = min (n; Np);

C%, nombre de groupes de x individus possédant la propriété ;
W_p nombre de groupes de (n ~ x) individus ne possédant pas la propriété.
Le nombre n/N est appelé taux de sondage.

On peut considérer X comme une somme de 17 variables de Bernoulli X|, X,, .. ., X, non
indépendantes correspondant aux tirages successifs de n individus.

Nous allons montrer que ces variables X; ont toutes le méme parameétre égal a p.
On sait que E(X|) = P(X, = 1) etilest évidentque P(X, = 1) =p
Cherchons E(X;) = P(X,

PXy = 1) = P(X,

It

1). Comme X; et X, sont liés, on a:

11X, = P&, = 1) + P = 1%, = OP(X, = 0)

i

. Np —1 Np
t: PX-=1)= + 1 —
sol (X, =1) N=17? N—l( p)
Np* = p + Np — Np* (N—1)
= =J =
N-1 PN

De méme E(Xy) = E(X,)=--- =p.

2.2.5.1 Espérance de I’hypergéométrique

E(X) = ESX) =SEX) [EX)=mp
L’espérance ne dépend pas de N et est la méme que dans le cas du tirage avec remise
(loi binomiale).
2.2.5.2 Variance de ’hypergéométrique
Comme il n’y a pas indépendance :

VIX) = V(X)) + 2 Jeov(X, X) = JV(X) + Zcov(X,-, X))

i>j
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SV(X;) vaut np(1 — p) (terme binomial).
cov(X;, X)) = E(X,X)) — p* = P(,X; = 1) — p?
PX;X;=1)=PX;=1X,= DPX;=1) = PX;= 1|X;= 1)p

terme

Ona:

' P(Xj=”Xi= 1) ne dépend pas des indices i et j et vaut par exemple

\_Np—l
P, = 11X = D=y

Np—1
N-—1

Donc : cov(X, X)) = p

Comme il y a n(n — 1) maniéres de prendre des couples (X; et X)), il vient :

Np — 1 |
VIX)=np(l —p)+nn-—-1 |:p N1 - p-]

VOO = Y - p)
N-1PETP

Tendance vers la loi binomiale

Si N — =, H(N, n, p) tend vers B(n, p).

" ma Démonstration

CwCi=xp  Np! (N(1 = p))! nl(N — n)!
Ccy (Np = x)!xt (1 = )N — Np — n + x)! N!
Np! Nqg! (N —m)!

"(Np— 0! (Ng —n + 0! NI

avecg = | — p.

Np! 1:2-3---Np
= =Np(Np—1)...(Np —x+ 1
WNp—x)! 1-223..-(Np — ) 'p(Np ) (Np — x )
SiNestgrand, Np — 1 ~Np —2---~(Np — x + 1) ~ Np car xest négligeable devant Np.
Np!
Donc : — " (Np)
Np — ! (Np)
Ng! Al
De méme : —q__.._ —~ (N(])““‘ et AL R
(Ng — n + x)! (N — n)!

ChChy" . (NpY(Ng)™

. " N = Cyp'q"" c.q.f.d ==

donc :

En pratique, ce résultat s’ applique dés que /N < 10 %, c’est-a-dire dés que la popula-
tion est 10 fois plus grande que 1'échantillon, ce qui arrive fréquemment en sondages.
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Un échantillon de 2000 individus conviendra donc aussi bien pour faire un sondage day,
une ville de 200 000 habitants que dans une ville de 2 millions d’habitants. '

2.2.6 Lois géométrique, de Pascal, binomiale négative

La loi géométrique est la loi du nombre d'essais nécessaires pour faire apparaitre u
événement de probabilité p :

P(X =xy=p(l —p)*~! x=1,2... >
En posant ¢ = | — p, on trouve aisément :

g 1
" r Y2=9+P_

q q

I q
EX)=- V(X) == h=
r P
La loi de Pascal d’ordre i est 1a loi du nombre d’essais nécessaires pour observer n fois |
un événement A de probabilité p. L'expérience devant se terminer par A, on a :
P(X = x) = pCizl p* gt D-timb = Cu=l pnge=n pourx =n,n+1,...,

Cette loi est la somme de n lois géométriques indépendantes (apparition de A pour la pre-
migre fois, puis pour la deuxiéme fois, etc.), ona:

n n 2—-p n* + 6
E =2 V== y="=f yp=3+01
p p- ng ng

La loi binomiale négative estlaloide Y =X — n:
P(Y =) = Ciil p'g’
Son nom vient du fait suivant : en posant 0 = 1/p, P= (1 ~ p)/p,ona:
P(Y = y) = Clilo, PO™
terme général du développement de (Q — P)™" d’oli :

_P+Q 1 + 6PQ

i =3 +
" nPQ e nPQ

que I'on comparera aux moments de la binomiale 9B(n, p).

E(X)=nP WV(Y)=nPQ

2.3 DISTRIBUTIONS CONTINUES USUELLES

2.3.1 Loi uniforme sur [0, a]
Sa densité est :
flx) = % sur [0, a] ;

f(x) = 0 ailleurs ;



39

Flx) = gsur [0, al;

(x) = 0 sur [~ 0]: F(x) = 1 sur [a, +2o] (voir fig. 2.13).

f(x) A
EZ
1
e
F(x) A
_______ T
1 I
I
!
a
FIGURE 2.15

a .. .
Son espérance vaut E(X) = 5 car la densité est symétrique.

a

© Sa variance vaut V(X) = J x?

0

dx —

2|
.;;lQ“
r:'lam

La somme de deux lois uniformes n’est pas une loi uniforme. Ainsi, soit X et ¥ deux
variables uniformes sur [0, «] ; leur somme Z, si elles sont indépendantes, est une variable
- ¢ de densité triangulaire (fig. 2.16).

K x)
1/a

a 2a X

FIGURE 2.16

2.3.2 Loi exponentielle de paramétre A

Sa densité est f(x) = N\ exp(—\x) six>0.

On trouve sans difficulté :

(EC) =1\ v =1/n

Y2=9‘

En fiabilité, cette loi est trés utilisée pour représenter la durée de vie de circuits électro-
niques. L'espérance 1/\ est souvent appelée le MTBF (Mean Time Between Failure) et \ le
fx)

taux de défaillance car i(x) =
1 = F(x)

= \ et est constant.
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2.3.3 Lois gamma

La loi exponentielle est un cas particulier d'une famille de lois appelés lois ..
Précisément, si X est une loi exponenticlle de parametre A, AX est une variable suivant
une loi v,.

On dit qu’une variable aléatoire positive X suit une loi gamma de paramétre r, notée vy,
s sa densité est donnée par :

AN - L IV S |
SO “To exp(—x)x

Il s’agit bien d’une densité car f(x) est > O et J:f(.\') dx = | par définition de ['(r). Les
lois y, avec r entier > | sont aussi connues sous le nom de lois d’Erlang. '
2.3.3.1 Espérance

En effet :

» for+b_

1
EX) = m s xlexp(—x) dv = W

2.3.3.2 Variance

En effet :
V) = EXY) = [EQOF = —— |+ exp(—x) dx — 2
T'(r)J:
soit :
e+ Lo+ o, o
VX)) = o) ! (r+1) To) r(r+ 1) —1

Cette loi présente donc une certaine analogie avec la loi de Poisson mais en continu. Les
courbes de densité sont représentées a la figure 2.17.

Les lois v vérifient la propriété d’additivité suivante :
THEOREME

Si X et Y sont des variables indépendantes suivant respectivement des Ilois vy, et vy,
alors X + Y suit une loi vy, +,.

Ce résultat sera démontré au paragraphe 2.5 de ce chapitre.

Les lois y sont lides aux lois du x? utilisées en statistique par une formule simple (voir
chapitre 4) :

Si X suit une loi v,, 2X suit une loi x3,.
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0.5+

FiGURE 2,17

"93.4 Lois béta
2.3.4.1 Loi béta de type |

C’est la loi d’une variable X ; 0 = X = 1 dépendant de deux parametres 1 et p dont la
densité est :

. - _ . T'm)T(p)
. -1 — | —_
f(x) B p) X" — x) n,p>0 ouB(n,p) T + p)
On trouve :
. n _ np
B = n+p V& (n+p+ DHn+ p)2

Ces lois sont utilisées en statistique bayésienne pour représenter la distribution a priori de
la probabilité d’un événement.
Lallure de quelques courbes de densité est donnée par la figure 2.18.

2.3.4.2 Loi béta de type Il

Soit X une variable suivant une loi béta I(n, p) ; alors, par définition, ¥ = X/{1 — X) suit
une loi béta de type IT dont la densité s'obtient aisément par changement de variable :

1 \,n-l

fly) = B p) (1 + ),)yx+;: =YY=
n wn +p— 1)
E(Y)= Vwy)y= —————
" p—1 o) (p— D¥(p—12)

PROPRIETE

Le rapport de deux variables indépendantes suivant des lois v, et -y, respectivement suit
une foi béta (i, p).
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FiGURE 2.18

La démonstration est laissée au soin du lecteur.

Les diverses valeurs de n et p font que cette loi s’adapte bien i la représentation de nombreux
phénomenes aléatoires positifs (temps d’attente, durées de vie, méthode Pert avec durée aléatoire).

Ces lois sont liées aux lois de Fisher-Snedecor utilisées en statistique (voir chapitre 4).
2.3.4.3  Loi de P’arc sinus
1
Laloibétal (1/2;1/2) dont la densité est f(x) = ————=—= porte le nom de loi de ['arc
sinus car sa fonction de répartition est :

F(xy =

EREE

arc sin (\f.;)

OnaEX)=1/2, V(X)=1/8,v, =0, v, = L5.

Cette loi assez paradoxale, puisque I'espérance est la valeur la moins probable et les
valeurs extrémes sont les plus probables, s'applique en particulier dans certains phénoménes
liés aux jeux de hasard.

Par exemple, deux joueurs jouent a un jeu équitable (du type pile ou face). Soit §y, Ss, ... S,
la suite des gains d’un des deux joueurs ; si X désigne la proportion du temps passé en gain
positif, la loi limite de X quand n — oo est 1a loi de I'arc sinus. I y a donc plus de chance d’étre
constanmment en gain ou constamment en perte que d’étre dans le cas médian (c’est la loi de [a

persistance de la chance ou de la malchance . . .).
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Cette loi a pu étre appliqué a la persistance du temps en météorologie et rend compte du fait
. qu'il est plus fréquent de battre des records (de froid ou de chaud) que d’avoir un temps moyen.

2.3.5 La loi de Laplace-Gauss

Cette loi joue un role fondamental en probabilités et statistique mathématique. Elle constithe
un modele fréquemment utilisé dans divers domaines : variation du diamétre d'une piece dans
.~“une fabrication industrielle, répartition des erreurs de mesure autour de la « vraie valeur », etc.

Malgré son appellation malencontreuse de loi normale(), elle est cependant loin de décrire

tous les phénomeénes physiques et il faut se garder de considérer comme anormale une
" variable ne suivant pas la loi de Laplace-Gauss. Son réle principal en statistique provient en
‘réalité de ce qu’elle apparait comme loi limite de caractéristiques liées & un échantillon de
~ grande taille. Le théoréme central- limite que nous établirons au paragraphe 2.7 montre que
. dans certaines conditions la somme, et donc la moyenne, de variables indépendantes et
méme loi est asymptotiquement une loi normale.

X suit une loi normale LG(n ; o) si sa densité est® :

) = 1 ex (_l (.\: - m)z)
. o\2w P 2 log

Par suite de la symétrie de f'et comme I'intégrale de X converge, | E(X) = m |.

. X—m .
Avec le changement de variable aléatoire , on trouve que la densité de
o

1
Uest: fan = \f_l—_n: exp(—; 113)

U est une LG (0, 1), donce toute variable X LG (m ; o) se raméne simplement 2 la variable
Upar X =m + acU.
Montrons que V(U) = | :

I 1 2 (=, 1,
WU) = B ﬁulexp<~;u:>du = ﬁj() u-exp(—;u')du

Posons r = u*/2, il vient u du = dr:

iy jex( —fdr = l (2):111*(1)
0 P \f; 2 \Fﬁ’l 2

| ma Cette dénomination fut introduite par K. Pearson qui voulait éviter les querelles d'antériorité concernant son introduc-
tion en statistique et fa daileurs regretté par la suite comme l'indique cette citation : Many years ago | cdlled the Laplace-
Gaussian curve the normal curve which name, while it avoids an international question of prionty, has the disadvantage of leading
people to believe that all other distributions of frequency are in one sense or anather ‘abnormal. That belief is, of course, not justfiable.
It has led many writers to try and force all frequency by aid of one or another process of distortion into a normal' curve (paper read
to the Society of Biometricians and Mathematical Statisticians, june 14, 1920).

2@l a notation LG sera utilisée couramment dans cet ouvrage. La notation N(m ; o) sera également utilisée,
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comme l"( ) n: m

Il en résulte que o est I'écart-type de X.
La fonction de répartition et la densité de X sont représentées sur la figure 2.19.

Les points d'inflexion sont & *o de part et d’autre de m.

0.4571
1.000 0.40
875 1 0.35 1
Fonction de Densité
750 répartition 0,30
.625 .25
.500 0.20 1
.37 0.15 +
250 0104
st, 0.05 1
~4'16 —éc —éc u.c G 2‘0 éc 4:0 —;3,5 —éc —EU —6 ér 2I<3 éc 4.0
FIGURE 2.19

2.3.5.1 Valeurs remarquables

Pm — 1.6d0c <X < m+ 1.640) = 0.90
P(m — 1.960 < X < m + 1.960) = 0.95
P(im — 3.090 < X <m + 3.090) = 0.998

2.3.5.2 Moments

IIs existent pour tout ordre.

Par suite de la symétrie, tous les moments d’ordre impair sont nuls. Calculons les
moments d’ordre pair :

1 1 2 = 1
o = | ut—ex (——ul)dz = f n*tex (——uz)du
s .L Vo P\ 2 Jo P72

Posons y = 1*/2 :

R = r (“\')‘EXp( \’)ﬁ \j“ B V= Texp(—y)dy
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2k [‘(k 1)
TN - = — -4
dol: Loy = :
1 [-3-5--- k=1 _ (1 1°3-5---2% — |
Comme: I (/c -+ E) = 5 r (5> — 7 -
(voir annexes) il vient :
A o, (2k0
Rop=1-3---2k—- 1D = T

on en déduit py = 3, d’oli vy, = 3.
2.3.5.3 Additivité

Les variables de Gauss possedent la propriété d’additivité.

. THEOREME

Si X, et X, sont des variables indépendantes suivant respectivement des lois LG(m ; o))
i et LG(ns ; 0,y) alors X, + X, est une variable LG(in, + m,;Voi + o3).

Ce résultat fondamental sera démontré au paragraphe 2.6 a I'aide des fonctions carac-
téristiques.

On ne peut cependant pas dire que toute combinaison linéaire de p variables gaussiennes
non indépendantes soit encore gaussienne. 11 taut pour cela que le p-uple de variables suive
une loi normale A p-dimensions (dont c’est précisément la définition. ¢f. chapitre 4).

2.3.5.4 Loide U?

D’aprés la formule établie a la fin du paragraphe 2.1.2.2, la densité de T = U? est :

(Vi I .
o0 =L = e )

1 |
en remplagant f(r) parﬁexp(—;ul), on remarque que U?/2 suit une loi vy » ou loi du

khi-deux & un degré de liberté (voir chapitre 4).

2.3.6 La loi log-normale

C’est la loi d’une variable positive X telle que son logarithme népérien suive une loi de
Laplace-Gauss :

In X ~ LG(n ; o)

Sa densité s’obtient par un simple changement de variable et on trouve :

Flo) = | o (_l(]n X - m):)
* agx N2 P 2 o
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E(X) = exp| m + — V(X) = (exp(2m + o)) (expol — 1)
9

On utilise parfois la loi log-normale & trois paramétres -y, m, o telle que :
In (X —v) ~LG(n; o) avec X > .
La figure 2.20 représente 1a densité de la loi log-normale d’espérance 2 et d’écart-type 1 :

(m = 0.58 o = 0.47)
0.6 r
os |
0.4 *

0.3 1

04 b

0 TR T N AR T S 2 A Lol
0 2 4 6 8

FIGURE 2.20

2.3.7 Loi de Cauchy

C’est la loi d’une variable X réelle de densité :

1

o=

I 1
Sa fonction de répartition est F(x) = —arc tg x + >
En

X ne posseéde aucun moment fini car I’intégrale J ————— dx diverge.
n w(l + x7)

On montre que la loi de Cauchy est la loi du rapport de deux variables LG(0; 1)
indépendantes. Elle s’identifie a T, variable de Student de degré 1 (voir chapitre 4).

2.3.8 Loi de Weibull

Trées utilisée en fiabilité, [a loi de Weibull a deux paramétres donne la probabilité qu’une
durée X de fonctionnement sans défaillance soit supérieure a x par :

PX > 1) = {(E)
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(i3
" En d’autres termes, (E) suit une loi exponentielle.

afx\e! “(i)'
La densité de X est: f(x) = = (—) e B
BB
‘ Le paramétre o, qui est sans dimension, est appelé paramétre de forme. Selon ses valeurs,
- -1a densité de probabilité est plus ou moins dissymétrique. Le parametre de forme est lié au
“ vieillissement : quand il vaut I, on a une loi exponentielle caractéristique des matériels sans
usure ni fatigue. Quand il est plus grand que 1, on est en présence de fatigue : le taux instan-
tané de défaillance /i(x) est alors croissant avec x :

h(x) = 3<f)u_l
’ B\B

Si « est inférieur & 1, on a affaire & un matériel qui se bonifie avec le temps.

—~ Le-paramétre 3 s’exprime dans la méme unité que X (jours, heures, nombre de cycles,
etc.). Cest un paramétre d’échelle 1ié & la durée de vie médiane par :

_ médiane
(In(2))-"

La figure 2.21 donne la densité d’une loi de Weibull avec e =2 et 3 = L.

Tr
0.8 F
06 F
0.4 F
02k
of
0 1 2 3
Ficure 2.21

X r -
La relation E [(E) :| = F(l + ’—> permet de calculer les moments de X. Dans ['exemple
o
o i 3w, .
précédent « = 2 et = 1, on trouve E(X) = Tet ViX) = T (voir annexe 4),

2.3.9 Loi de Gumbel

Cette loi est utilisée pour les distributions de valeurs extrémes (voir chapitre 12). Sous sa
forme standard sa fonction de répartition est :

| F(x)=exp(—exp(—x)) |
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SOIt : rf(,v) = exp(—x — exp(—x))| (fig. 2.22)

exp(—X) suit donc une loi vy,.

.STL f(x) = exp (—x) exp (— exp (-x))

7
FIGURE 2.22
Ses moments sont :
EX)=057722. .. (constante d’Euler)
l2
VX)) = —
X) 5
v, = 1.29857
Y, =54

La loi de Gumbel est utilisée pour modéliser des phénomenes tels que : crue maximale annu-
elle d’une riviere, magnitude du plus grand tremblement de terre enregistré en une année, etc,

2.4 LE PROCESSUS PONCTUEL DE POISSON

Considérons une famille X, de variables de Bernoulli (X, = 1 si un événement (arrivée |
d'un client, accident, appel téléphonique . ..) se produit & I'instant f) : on s’inléressera & .
la répartition des dates d’arrivée des événements, ainsi qud N, nombre d’événements entre
Oetr.
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;_-_'2"4,| Flux poissonnien d’événements

Un processus de Poisson représente 1'apparition d’événements aléatoires E,, £, ..., E,,
tc., satisfaisant aux trois conditions suivantes :
.y

« Les temps d’attente entre deux événements E,; E,, E, E;, etc. sont des variables indé-
; ",p'endaﬂtcs ( processus sans mémoire).
« La loi du nombre d’événements arrivant dans I'intervalle {t;t + T} ne dépend que
“de T. Si T =1, on notera c son espérance, dite « cadence ».

« Deux événements ne peuvent arriver simultanément.

Soit po (/) la probabilité qu’aucun événement ne se produise pendant une durée /i ; d"aprés
4°denxieéme condition, p, (/1) ne dépend que de /1 et non de I'instant considéré.
" ‘Soient trois instants 7, 7 + /1, = /1 + k. La probabilité qu’il ne se passe rien entre ¢ et
i+ h + kest py(h + k) ; d’aprés I'axiome d’indépendance, on a:

po(h + k) = py(h) py (k) Yh, Vk

D’oi le résultat :

pollt) = exp(—ch) avec ¢ > 0

Nous montrerons par la suite que ¢ est bien la cadence du phénomeéne.

10

(=]
LU St S S B S S B B S S S B A SO B S |

[e]
T

P Y ! L [P

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
t

FIGURE 2.23  Une trajectoire d’un processus de Poisson avec ¢ = 1; en ordonnée le nombre
cumulé d’événements depuis 1 = 0.

2.4.2 Etude de la durée T séparant deux événements
consécutifs E, et E, , |

Soit T cette durée qui est une variable aléatoire, la probabilité que 7> ¢ est égale 1 la
probabilité qu’il n"arrive rien pendant une durée ¢ soit :

P (T > t) = exp(—ct)
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d'oit la fonction de répartition de T: P(T <) =1 — exp(—ct). La densité vaut alol-s":;

f(® = exp(—chec il s’ensuit que ¢T suit une loi y,, donc E(T) = 1/c.

2.4.3 Etude de la durée Y séparant n + | événements

Y est une variable aléatoire somme de n variables indépendantes de méme loi :
Y=T,+T,+---+T,
soit :
cY=c¢T  +cTh+ -+ T, (fig. 2.24)

T T, T
~— b - -~
Ef Ei +1 o Ell+ n
-— .\
Y
FiGure 2.24

donc cY suit une loi vy, ; la densité de Yest:

(e
— = C

F(y) = exp(—cy) Y

2.4.4 Etude du nombre d’événements se produisant
pendant une période de durée T fixée

THEOREME

L Le nombre d’événements suit une loi de Poisson de paramétre cT.

=a Démonstration : Soit AB la période d'étude (fig. 2.25) :

FiGuURE 2.25 =

On a la relation évidente : PIN =n) = P(N=n) — PIN=n + 1).

La probabilité P(N = n) est aussi la probabilité que la durée AE,, soit inférieure & T ; cette
durée est constituée de AE, + E\E, + - - - E,_|E, qui sont des lois exponentielles indépen-
dantes ; donc ¢ AE, suit une loi y, et 'on a:

T n—1 T "
PN = n) = J exp(—cr) L™ cdr — f exp(’*ct)glc dr
0 (n -1 0 n!



En intégrant par parties la premiére intégrale, il vient :

T Cf)" 1 T (C )"
J;exp(”cr)(l_l)!cdt j exp(—cf) d( ‘ )

exp(— cT)g + f exp(—ct) (CI)”L(]I‘

P(N = n) = exp(— cT)u

E(N) = cT, en particulier si T = 1.

‘On trouve £(N) = ¢ ; c est donc bien la cadence définie au début de cette partie.

Aﬁplication importante : Relation entre loi de Poisson et loi du x2

Si"NV suitune loi P(\)ona:

P(N =n = P(X§(n+l) = 2)\)

11 suffit de considérer un processus de Poisson de cadence ¢ = 1, observé sur une durée \ :

PN=m=PT +To+ -+ T,y >\)= P(y,+; > \)

= PQY1 > 20 = P(X, ) > 2V

: 32.4.5 Etude de la répartition des dates E, E,, ... E,
dans Pintervalle AB

Posons A = 0 et cherchons la loi de probabilité conjointe des dates E|, E,, .. ., E,etde N
- nombre d'événements survenus.

La probabilité pour que le premier événement se passe entre #, et f, + dr, est:
cexp(—ct,)) dt,.
~ La probabilité conditionnelle que E, arrive entre r, et t, + dr, sachant E, est:
cexp(—c(t, — 1y)) dt,, etc.
La probabilité qu'aucun événement n’arrive aprés E, sachant la date de E, est:
exp(—c(T — 1,)); d’ob :
[l bty ooy by, 1) = " exp(—cT)

La loi conditionnelle :

ctexp(—cT) ﬂ

f(tletb-' .y n/N— ’) (CT)" - Tn

exp(—cT)

ce qui prouve que les instants 1, I, . . ., £, constituent un échantillon ordonné de Ia loi uni-
forme sur [0, T : en effet, si l'on s'intéresse seulement aux dates et non 2 leur ordre, il faut
diviser par n! qui est le nombre d’ordres possibles.
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2.4.6 Le processus (N,)

D’aprés ce qui précede, N, suit pour tout ¢ une loi de Poisson &(cr). Comme E(N) = ¢¢
V(N,), ce processus n’est pas stationnaire mais il est 2 accroissements stationnaires g
indépendants puisque Vi, N, ., — N, = P(h).

La fonction de covariance de ce processus est facile & obtenir :

— 8is>1:C@, §)=cov(N,; N) = cov(N,; N, + X)= V(N) + cov(N, ; X) : or X es

une variable indépendante de N, (accroissements indépendants) donc :

— sis=1t:C(r;5) = V(N) = ct;etontrouve de méme si t > s: C(t, s) = cs; d’ol

‘C(t;s) = Cinf(tgs).|

Cette fonction est continue en + = § donc le processus est continu en moyenne quadra-
tique. Cependant, aucune trajectoire n'est continue puisque (V,) est une fonction aléatoire e
escalier (incréments de 1 a chaque événement).

2.5 CONVOLUTION

Un probléme courant consiste & trouver la loi de probabilité d’une somme de deux varia
bles indépendantes Z= X + Y.

2.5.1 Cas discret
Le théoreme des probabilités totales donne la solution du probleme :

PZ=2=2PX=xNY=z—-x) =2PX=z—-yNY=y)

Lorsque X et Y sont indépendantes, on a :

PZ=2=2PX=x)PY=z—x)

Sinon, on peut toujours écrire :

P(Z=127)= > PX=x)PY=7z—x/X=1x)

<X
Remarquons que, pour la sommation, v ne prend pas nécessairement toutes les valeurs
possibles de X mais uniquement celles compatibles avec I'événement Z = z.

== Exemple : Soit X et ¥, deux variables de Poisson indépendantes de parametres \ et '
respectivement :
¢

A ;
POX=x)=exp(-N  P(Y=y) = exp(—p.)%

On a donc :

x=z \° S
P(Z =2) = Y exp(=N) 7 exp(— 1) (:L

x=0 - ,\')!
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01t en multipliant et divisant par z! :

exp( ()\ + p‘) S‘-C )\\ I-X

z! = 0

_ exp(—(N + p))
]

Lo

P(Z =2 =

A+ py
= X + Y est donc une variable de Poisson P\ + j1). ==

5.2 Cas général

a loi de probabilitt de Z= X +Y s’obtient grice au théoréme de la mesure image : en
fet, la loi de Z n’est autre que la mesure 1magu de Py, par 'application de R* dans R défi-
epm—(\ y)—x + y.

"grsque X et Y sont indépendants, on a donc le résultat suivant :

La loi de probabilité de la somme Z de deux variables indépendantes est la mesure
image de Py & Py par I'application (x, y) — x + y de R? dans R.

Pz(B) = L~ﬂﬂ(x + ¥) dPy(x) @ dPy(y)

On remarquera le caractere symétrique en x et y de la formule précédente.
En particulier, si X et Y admettent des densités, on a:

P(B) = f Tytx + 9 A9 g(y) dxdy

Posons x + y = z, x = u et appliquons le théoréme de Fubini :

PyB) = f]l sf gz — u)dudz

= jﬂu(:)dzJ’ fug(z — w)du
R Dy

D’aprés la définition des variables continues, on en déduit que Z admet pour densité :

k(z) = jf(u) gz —w)ydu= j g flz —y)dy
Dy D,

les domaines Dy et D, étant les ensembles de valeurs de X et de ¥ respectivement compati-
bles avec I'événement Z = z
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Par intégration, on en déduit :

PZ<z) =K@ = f f) Gz — x)dx = j g(¥) F(z — y)dy
D,

Dy

Géométriquement, K(z) représente la mesure du domaine hachuré (fig. 2.26).

FIGURE 2.26

2.5.3 Applications
2.5.3.1 Somme de lois y

|
—exp(—x)x""'et Ydeloi vy, g(¥) = =— exp(—y) y*~ ! indé-

Soit X de loi y, f(x) = I'(s)

F()

pendante.

k(z) = J(-)F: )exp(-\) y! Lexp( ~(z = x))(z — 2 'dx

[(s)
EXP(_:) o 1 (= — y=1
F(r)F(s) (z — x) dx
Posons x = ¢z, il vient :
(- zeXp(_Z) l r=lar=1 (5 _ 4\¥—1
k(z) T(ATe)h 17T @ - ) e
— 5= 1 ]
d'oil : k(z) = %—fn (1 — 5Ty

]\(4) o CXp(“‘ ._H 5= l(,
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k(z) étant une densité, la constante ¢ vaut nécessairement puisqu’on reconnait

I'er+ 9
I'expression de la densité d’une loi y. On en déduit une preuve (probabiliste) de 1a formule :
! [(I(s)
N = = ———
_’; ( ) I'(r + s)
Donc si X est une vy, et Y une y, indépendante, X + Y est une -y, . ..

2.5.3.2 Somme de lois uniformes sur [0, 1]

Soient X et Y deux variables continues uniformes sur [0, 1]. La loi de leur somme s’ obtient
par I’argument géométrique suivant : le couple (X, Y) est uniformément réparti sur le carré
unité et I'événement Z < z correspond & la zone hachurée dont il suffit alors de trouver
la surface. K et k ont deux déterminations mais sont continues (fig. 2.27).

1LY 1\-)//2—1\/2—2\
z =N
0 z 1 x 0 Tx
z<1 z>1
— 72
K2)=PlZ<z)=2 K(z)=1 - (EZL)
Kz)=z Kz)=2-2z
FiGure 2.27

2.6 FONCTIONS CARACTERISTIQUES

2.6.1 Définitions et principales propriétés
2.6.1.1 Définition

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle X est la transformée de Fourier
de sa loi de probabilité. Elle est notée pyetona:

-~

ex(n) = Elexp(itX)] = J exp(itx) dPy(x)
*

Cette fonction existe toujours car Py est une mesure bornée et |exp(itX)| = 1. Il s ensuit
que la fonction caractéristique est continue.
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Lorsque X posséde une densité :

(Wm=fﬂWMﬂwﬁJ
[

2.6.1.2  Fonction caractéristique d’une forme linéaire

eax(D = y(An)
Oxa() = explita)oy(h)

et on en déduit, si X est une variable d'espérance m et d’écart-type o, en posant

U=X-m/o:
itm t
(PX—m(f) = "PU(t) = exp(—]’—)@/‘(_&)

ex(1) = exp(itm) oy(ot)
2.6.1.3 Convolution

La fonction caractéristique se préte bien aux additions de variables aléatoires indépen-
dantes : la fonction caractéristique d'une somme de variables indépendantes est égale an
produit de leurs fonctions caractéristiques :

[x:r() = ox() @y(1)]

En effet :
Py, +x,(D) = E [exp(if (X, + X5))] = E [exp(itX,) exp(itX,)]
si X, et X, sont indépendantes, il en est de méme pour exp(irX,) et exp(itX,) et 'espérance *

du produit est alors égzal au produit des espérances. Notons au passage qu’il ne s’agit donc
e i e
pas d’une condition nécessaire et suffisante d’indépendance. '

2.6.1.4 Cas d’une distribution symétrique

Supposons la loi de X symétrique par rapport a I’origine. Alors la fonction caractéristique
de X est réelle : |

Qy(—1) = J»exp(—ifx) dPy(x) = J'exp(it.\‘) dPy(~x)
B &

La premiere intégrale vaut @g(¢) et la deuxieme est égale & @y (¢) & cause de la symétrie car
dPy(x) = dPy(— x).

2,6.1.5 Dérivées a Porigine et moments non centrés

Notons tout d’abord que ¢y (0) = [ car ¢yx(0) = | dPx(x) Py est une mesure de masse
]

totale égale o 1.
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.. Gi les dérivées existent jusqu’a 'ordre k, on a :

¢P(0) = FEXH)|

. En effet, (1) = f (ix)* exp(itx) dPy(x) par dérivation sous le signe somme. En particulier :

=3

©4(0) = iE(X)
©l0) = —E(X?)

. Si y(r) est indéfiniment dérivable, la formule de Mac-Laurin donne :

x

ox(n) =

k=0

! A
o B

- 2.6.1.6  Unicité et inversion de la fonction caractéristique

D’aprés les propriétés des transformées de Fourier, deux variables ayant méme fonction
caractéristique ont méme loi de probabilité : la fonction caractéristique détermine donc
“de maniére unique une distribution de probabilité d’oll son nom.

Les formules d’inversion de la transformée de Fourier permettent d’obtenir la loi
de X connaissant @y (7).

‘THEOREME

Si j | @y(n)| df < = alors X admet une densité f(x) continue et :
]

1
flo) = o l@x(t) exp(—ity) dt

Sinon, on a toujours le résultat suivant (admis) :

exp(—ita) —r exp(—ith) dr
i

1 +T
F) = Fla) = lim ;_:J:T ox(n

Une fonction quelconque n’est pas nécessairement une fonction de répartition ; de méme,
pour qu'une fonction ¢(f) soit une fonction caractéristique elle doit vérifier certaines
propriétés. Le théorgme suivant, que nous ne démontrerons pas, identifie les fonctions carac-
téristiques aux fonctions de « type positif ».

THEOREME (BOCHNER)

Pour gu’une fonction continue @ soit une fonction caractéristique, il faut et il suffit que
pour toute famille finie 1, ts, . . ., t, de réels et pour toute famille finie de complexes

23w Zy0nait:
n n

Dot —1)zF; =0

=1 j=1
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2.6.2 Fonctions caractéristiques des lois usuelles

2.6.2.1 Lois discrétes

@ Loi de Bernoulli: @y(r) = pexp(if) + gavecg =1 — p.
® Loi binomiale : Comme X est une somme de 7 variables de Bernoulli indépendantes,
on trouve : ‘

¢x(r) = (p explit) + q)"
@ Loi de Poisson :
ox(f) = exp(h (exp(if) — 1))

En effet:  Elexp(itX)] = Eexp(m) exp(— )\)~ = exp(— ME(}\ exp(n))

x=()

I

exp(—\) exp(\ exp(ir})

2.6.2.2 Lois continues

@ Loi uniforme sur [—a, 2] :
sin at
at

oy(r) =

En effet: Elexp(itX)] = ~——J‘ﬂ,exp(1r\) dy = — [e‘(p(mr) — exp(—iat)]

d’ol le résultat avec exp(far) = cos at + i sin at.
® Lois gamma: Si X suit une loi -y, ¢’est-a-dire une loi exponentielle de parametre 1,ona: *

1) =
(D) 1 — it

En effet : @, (N = f Wexp(itx) exp(—x) dv = f exp(—(1 — ifx) dx
0 0

D’ou, pour tout 1 entier :

_1_
(=i

car une v, est une somme de 1 -y, indépendantes.

Py, (1) =

Pour r quelconque, cette formule se généralise et @, (1) =

1
(1 —in”
Remarquons que le calcul formel suivant conduit au résultat :

o

I exp(itx) T )exp(~_\') xldxy = %}) \ exp(—(1 —inx)x " 'dx
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gn posant (1 —ix=u:

= —_— xex (—u ' ————du = L) = !
“Twd P A=y T Ta =iy A -y

Il convient cependant de justifier ce résultat car il s’agit d’une intégrale dans le champ
complexe. Nous le laisserons au soin du lecteur.

e Loi de Laplace-Gauss: Si Uest laloi LG(0; 1):

@) = exp(—1*/ 2ﬂ

* On peut obtenir ce résultat directement car on sait que E(U*) =0 si k est impair et
(20)!

EU™ = EyE

“D apres la formule de Mac-Laurin :

= %o
-5
=" 5
=3 —— = exp(—t¥?)
= d

Remarquons qu’ici aussi un calcul formel (qui devrait étre justifié par une intégration
dans le plan complexe) donne le méme résultat :

+x

= , . 1 L
sz N exp(—x?/2) exp(ity) dx = E . exp(uz [x — zt]-t-/?.) dv

o 1 2
= exp(—r1/2)f exp(—; [x - it]) dx
et 'intégrale vaut 1 car c’est I'intégrale de la densité d’une variable de Gauss imaginaire (!)
de moyenne it et de variance 1.
Si X est une LG(m ; o) :

i o’
@x(f) = explitm) exp(—T)

on en déduit que la somme de deux variables de Gauss indépendantes est encore une varia-

ble de Gauss :

X\ LG(m ;0y) X-LGOn, 5 09)

o
2

—_12
taa

Oy, ax, (D = oy (D oy () = explitim + m,)) eXP(_F( +

lolq

donc X, + X, suit une LG(m, + mi»;Noi +03).
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2.6.3 Fonctions génératrices

Il en existe deux formes assez voisines ; elles servent essentiellement i calculer les moments
de variables aléatoires et de sommes de variables indépendantes car la fonction génératrice d’up
produit de variables indépendantes est égale au produit de leurs fonctions génératrices.

*  Pour des variables a valeurs entiéres positives, on utilisera la forme suivante :

ex(t) = E@Y) = Y 0P(X = n)

n=0

Par dérivations successives en zéro, on trouve facilement que g{(0) = n! P(X = n), ¢
qui prouve que la fonction génératrice détermine la loi de probabilité de X.

Sous réserve d’existence, les dérivées successives en 1 sont égales aux moments factoriels :
gy (1) = E(X)
gyx(l) = EX(X - 1))
g =EXX - DX =2 ...(X—n+ 1)

* Pour des variables quelconques, on appelle fonction génératrice des moments :
My(t) = E(e'Y)
qui est donc la transformée de Laplace de —X. Sous réserve d'existence, on a :
E(X")y = M{0)
Les fonctions génératrices sont liées a la fonction caractéristique par :

gx(f) = @x(—i In(1))
My(t) = @y(—if)

2.7 CONVERGENCES DES SUITES
DE VARIABLES ALEATOIRES

2.7.1 Les différents types de convergence

Une suite (X,) de variables aléatoires étant une suite de fonctions de () dans R, il existe
diverses fagons de définir la convergence de (X,) dont certaines jouent un grand réle en
calcul des probabilités.

2.7.1.1  La convergence en probabilité

DEFINITION

La suite (X,) converge en probabilité vers la constante a si, Ve et m (arbitrairement
petits), il existe ny tel gue n > n, entraine :

P(X, —a|>e)<m
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[)
On note alors X, —a.

On définit alors la convergence en probabilité vers une variable aléatoire X comme la
© convergence Vers Odelasuite X, — X

Lorsque E(X,) — a. il suffit de montrer que V(X,,) — 0 pour établir la convergence en pro-
bnbllltB de X, vers a. En effet, d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff :

P(|X, — EX,)| > &) < —5= (X">

On en déduit donc sans difficulté que X, ~ E(X,) A 0, ce qui établit le résultat.

2.7.1.2  La convergence presque sire ou convergence forte
Définissons d’abord I'égalité presque siire de deux variables aléatoires :

~ DEFINITION
L X et Y sont égales presque siirement si P ({o]X(w) # Y(w)}) = 0.

C’est I'égalité presque partout des fonctions mesurables. On définit donc ainsi des classes
de variables aléatoires presque sdrement égales.

La convergence presque siire se définit alors par :

DEFINITION

La suite (X)) converge presque sitrement vers X si:
P({o] limX,(0) # X(w)]) =0

s
etonnote X, = X.

En d’autres termes, I'ensemble des points de divergence est de probabilité nulle.
Remarquons que la limite de (X,) n’est pas unique mais que deux limites sont presque siire-
ment égales.

I est immédiat de montrer que la convergence presque siire implique [a convergence en
probabilité.
2.1.1.3  La convergence en moyenne d’ordre p

Si E[(X, — X)"] existe, on a:

DEFINITION
L (X,) — X en moyenne d’ordre p si E [|X, X\ 1—0.

La plus utilisée est [a convergence en moyenne quadratique si p = 2.

La convergence en moyenne d’ordre p impligue la convergence en probabilité.
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2.7.1.4  La convergence en loi

Bien que la plus faible, elle est trés utilisée en pratique car elle permet d’approximer | .'
fonction de répartition de X, par celle de X.

DEEINITION

La suite (X)) converge en loi vers la variable X de fonction de répartition F si, en tout poin.
de continuité de F, la suite (F,) des fonctions de répartition des X, converge vers F. Oy

s .
note X, = X.

Un théoreme di a Polya établit que si F est continue alors la convergence est uniforme,
Pour des variables discrétes, la convergence en loi vers une variable discréte s’exprime par
P(X, = x) — P(X = x). '
C’est ainsi qu’on a établi la convergence de {a loi binomiale vers la loi de Poisson.
Une suite de variables discrétes peut cependant converger en loi vers une variable continue
(voir plus loin).
On montre également que, si (X,,) est une suite de variables de densités f, et X une variable.
de densité f, alors :
s ,
X, = X=fm—=flx)y  Vx
La convergence en loi est intimement liée & la convergence des fonctions caractéristiques.
comme le précise le résultat fondamental suivant, que nous énoncerons sans démonstration :

THEOREME (LEvY-CRAMER-DUGUE)

Si X, % X alors @y () = @x(1) uniformément dans tout intervalle fini [—u, u]. Si la
suite des fonciions caractéristiques @y (1) converge vers une fonction @ dont la partie
réelle est continue a l'origine, alors ¢ est une fonction caractéristique et la suite X,
converge en loi vers une variable aléatoire X dont ¢ est la fonction caractéristique.

La convergence en probabilité entraine 1a convergence en loi et on a, pour résumer, la hié-
rarchie suivante des convergences :

tMoyenne d'ordre p ~
Probabilité | —
‘ Presque stre 7

2.7.2 Convergence en loi de la binomiale vers la loi de
Laplace-Gauss (théoréme de De Moivre-Laplace)

THEOREME
. . . L X,—np y

X, étant une suite de variables binomiales B(n : p), alors —-——I\IT—I—):(_]—- = LGO;1)en:

notantg =1 — p. :
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= Démonstration : La fonction caractéristique de X, vaut (p exp(ir) + 1 — )" donc celle

X, —np

vnpq

vaut :

= €X - €X -
¢ e p)exp\ ==

| | ( ( ( it ) 1)) itnp
n¢ = nln| p|lexp| == — -
PP Nnpq Nnpq

Développons au deuxiéme ordre ’exponentielle ; il vient :

1 | (1 + ( it 1~ )) itnp
ne =nin - -
? g Nupg  2npg Vipg

“puis le Jogarithme :

| [ pit pr3 + pllz} itnp
ne =n - -
i Nnpg 2npg  2npg

N npq
P

. 2ot P 2
soit : lnq)=—%+a=i(p—]):—;

carp=1-—gq.
@(f) = exp(—17/2) qui est la fonction caractéristique de la loi normale centrée-réduite. =

Application : Lorsque n est assez grand, on peut donc approximer la loi binomiale par la
loi de Gauss. On donne généralement comme condition np et nq > 5.

Il convient cependant d’effectuer ce que I'on appelle la correction de continuité : la
convergence de la loi binomiale vers la loi de Gauss se traduit par le fait que les extrémités
des bétons du diagramme de la binomiale 2(n ; p) sont voisines de la courbe de densité de

la loi LG (np ; \]npq).
On obtient donc une valeur approchée de P(X = x) par la surface sous la courbe de

. . . . 1 1.
densité comprise entre les droites d’abscisse x — 5 et x + 5 (fig. 2.28).

1 l

S _\'+;—np
PX=3)=P|—— < U< ——cn—
Nnpg ipg
On aura alors :
. + l ——
X 5= np

PX=y) =P\ U<———
( npq
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N
g1 N
/§ N
1] I~
x—% x x+%
FIGURE 2.28

mm Exemple : X 98(40; 0.3) np = 12 ; npq = 8.4. La valeur exacte pour P(X = 11)est 0.1319,
La formule d'approximation avec une loi LG(12 ; V8.4) donne :

P(IO.S —12 U< 115 — 12)
V84 V8.4

soit: P(—0532< U< —0.17) = P0.17 < U < 0.52) = 0.6895 — 0.5675 = 0.122

Soit une erreur de moins de 1 %.

Quant 4 P(X = 11) qui vaut exactement 0.4406, I'approximation normale fournit
I — P(U < 0.17) soit 0.4325. En I’absence de correction de continuité, on aurait trouvé
11-12
V8.4

P(U < ) = P(U<~-0.35) =1 — P(U <0.35)=0.3632, ce qui est trés imprécis. m
2.7.3 Convergence de la loi de Poisson vers la loi de Gauss

THEOREME
X -\

Soit (X,) une famille de variables P(\) alors si X — <, EN LG(0;1).

mm Démonstration
¢x(1) = exp(M)(exp(ir — 1))

ol - )l )

= exp()\ exp(%) —N— \/X)

d'ol: ka(r)

=)
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ir ir 12
exp\]——i =I+K~K

. 1 1
‘ il vient : Oy, () = exp(x + it - 5~ A —ir \f}:) = exp( ) =

9
X

.+ ¢+ La figure 2.29 illustre 1’approximation de la loi de Poisson 2(\) par la loi de Gauss de
" méme espérance X et de méme écart-type VA.

v L’ approximation est trés satisfaisante pour A > 18. On trouvera en annexe d’autres formules
. d’approximation plus précises. On a, ici encore, intérét  effectuer la correction de continuité.

300 .300 .300
A=2.0 A=30 A=4.0
-~ 200 200 2004
100 100 100
0.000 ! 0.000 . 0.000F l
0.0 5.0 0.0 5.0 10.0 0.0 5.0 10.0
.200 200
A=6.0 A=8.0
100 ‘ 100 '
0.000 - - 0.000 | . ;
0.0 5.0 10.0 15.0 0.0 5.0 10.0 15.0
A=10.0
100
0.00014 /«((ﬂ | .
0.0 5.0 10.0 15.0 20.0
FIGURE 2.29

2.7.4 Le théoréme central-limite

L’étude de sommes de variables indépendantes et de méme loi joue un rdle capital en
statistique.

Le théoréme suivant connu sous le nom de théoréme central-limite (il vaudrait mieux
dire théoréme de la limite centrée) établit la convergence vers la loi de Gauss sous des hypo-
théses peu contraignantes.
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THEOREME v

Soit (X,)) une suire de variables aléatoires indépendantes de méme loi d’espérance

W et d'écart-type a. Alors : '
1 (X, X+ + X, -
Vn

”'*) L LG 1).
a

ma Démonstration

Y

1 (X,+X2+---
o

+Xu_”“-'>_ o X T W
i=1 oVn

n

Soit @y(t) la fonction caractéristique de X ; la fonction caractéristique de ., '—\/_.P' est
=1 a\n

X -
donc égale a [¢ . (N]". Or \de est une variable d'espérance nulle et de variance 1/n.
P avn

or—n

T
commence par

aVn

Le développement en série de la fonction caractéristique de

5

= P les termes suivants sont des infiniments petits d’ordre 1/n>.

n X —
Donc. en élevant & la puissance n, la fonction caractéristique de 2'—“ est

i=1 U-\}”_l

5

. -y . . .
équivalente & (1 - 7—) et tend si n — = vers exp (— ;) selon un résultat classique. =m

7

On remarque que, si les variables X; sont des variables de Bernoulli, on retrouve comme
cas particulier la convergence de la loi binomiale vers la Joi de Gauss.

On peut démontrer un théoréme encore plus général da a Lindeberg :

THEOREME
Soient X,, Xs, . . ., X, des variables aléatoires indépendantes pas forcément de méme
n
loi et d’espérance m; et de variance g}. Soit S3 = Yo} et Fi(x) la fonction de

=1
répartition de (X; — m,).

Si la condition suivante est réalisée :
1 n
lim | = > AR [ =0
n== | Sy s> e,
n
Z(Xi —my)

alors : :'S— LHUeLco:1)
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X, — m;

La condition de Lindeberg exprime que les variables sont « uniformément

"
petites» avec une grande probabilité. Le résultat veut dire qu’a force d’ajouter de telles varia-
bles, on finit par obtenir une loi de Gauss.

Ce phénoméne est souvent exprimé de la maniére suivante : si une variable est la résul-
~tante d’un grand nombre de causes, petites, a effet additif, cette variable suit une loi
de Gauss. On peut y voir la justification de I'emploi abondant et souvent abusif de la loi de
Laplace-Gauss comme modele.
Pour terminer, notons que I'existence des moments E(X) et V(X) est indispensable. La loi

. 1 S
de Cauchy de densité ﬁ sur R n'a aucun moment et fournit un contre-exemple
™ x*
. X +Xs+--+X, . . .
classique : on montre que a méme loi que X quel que soit n.
n




Couples de
variables aléatoires,
conditionnement

{’étude de la loi de probabilité d’une variable aléatoire Y connaissant la valeur prise par
upe autre variable aléatoire X est fondamentale pour les problemes d’approximation et de
prévision. Il faut pour cela connaitre en premier lieu la distribution de probabilité du couple
(X, Y) qui est une application de (£, €, P) dans R* muni de sa tribu borélienne si il s’agit
d’un couple de variables aléatoires réelles.

" II'n"est cependant pas nécessaire que X et ¥ soient & valeurs dans R.

3.1 ETUDE D’UN COUPLE DE VARIABLES DISCRETES

On étudiera ici la distribution d’un couple de variables aléatoires & valeurs dans des
ensembles finis ou dénombrables ; par exemple la distribution simultanée de la somme et du
produit des points amenés par deux dés.

3.1.1 Lois associées a un couple (X, Y)
Supposons que X et ¥ prennent des valeurs x; et ¥; en nombre fini ou dénombrable.

3.1.1.1 Loijointe Y1 Y Yq

La loi du couple (X, ¥) Py, est alors entierement définie *

par 'ensemble des nombres :

Pry(iiy) = PX =3, N Y =) X [renne pi

dans le cas fini cette loi de probabilité conjointe peut se
mettre sous la forme d’une table. X

On note p; = P(X = x; N ¥ = y) et bien sir 3,0, p; = 1.
()

P

3.1.1.2  Lois marginales
On appelle lois marginales les lois de probabilité de X et de ¥ pris séparément. On a d’aprés
le théoréme des probabilités totales :
q
- Loi marginale de X PX=x)= Pi = Pi.
j=1

P

- Loi marginale de Y P(Y=y) = 217,-1- =D
i=
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3.1.1.3 Lois conditionnelles

Les événements {X = ;] et {¥ = y;} étant de probabilités non nulles on définit alors deux
familles de lois conditionnelles selon que I’on connait la « valeur » de X ou de ¥. Rappelons |
qu’ici X et ¥ ne sont pas forcément des variables aléatoires réelles mais peuvent étre des |
variables qualitatives. D'apres le chapitre | on a:

— Lois conditionnelles de X si Y = y; :
—&_P(/\,=XJHY:.\/))
P(Y = y)

PX=x;/Y=1y)

-J
— Lois conditionnelles de Y si X = x;:

_py  PX=x;N Y=1y)
PY=y/X=x)=—= -
( i/ Pi. PX = x))

Le théoreme des probabilités totales (deuxiéme forme) permet d’écrire :

q
PX=x;NY=y)= ZPX=x/Y=yPY=y)
=1
p
= D P(Y = y/X = x)PX = x)
i=1

i=

Remarques :

@ Pour deux événements B, et B relatifs @ Yet X ona:

P(YeB) N (XeB)) = XPYeB./X=x)PX = 1)

x€ B,
= fp(y € Ba2/X = x) dPx(x)
Bl

formule qui servira pour étendre la notion de probabilité conditionnelle lorsque X = xestde
mesure nulle.

e Il arrive fréquemment dans les applications que ’on utilise la démarche inverse :

on connait la loi conditionnelle de Y & X fixé et celle de X et on en déduit alors la loi du
couple.

Les formules de Bayes permettent d’exprimer une loi conditionnelle en fonction de
I"autre :
PY:V'Xz-\-;PX=_\'i
P(X = x,/Y =y) =~ Y = y/ )P( )
DPY = y/X = x)PX = x)

i=1

PX = x;/Y = y)P(Y = y)
q
DPX = x,/Y = y)PY = y;

i=1

et: PY=y/X=x)=
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L'indépendance entre X et ¥ s’écrit :
Py = Pi.P.j Vietj

ce qui revient & dire que les ¢ lois conditionnelles de X & Y fixé (en faisant varier Y) sont
identiques ; il en est de méme pour les p lois conditionnelles de ¥ a X fixé.

3.1.2 Covariance et corrélation linéaire
La covariance a été introduite au chapitre 2 pour des variables numériques.
cov(X ; V) = E((X — EX))(Y — E(Y)) = E(XY) — E(X)E(Y)
Ona: cov(X; X)=V(X) et covW(Y:;Y)=WY)
On montrera plus loin que :
(cov(X; Y = VIXOW(Y)

ce qui permet de définir le coefficient de corrélation linéaire p, qui est donc toujours compris
entre —let +1:

cov(X; V)
p=——"—""
OyOy
Pour deux variables indépendantes p = 0. Cependant, la réciproque est en général inexacte
et un coefficient de corrélation linéaire nul n’entraine pas que les variables sont indépen-
dantes. Deux exceptions notables oll non-corrélation et indépendance sont équivalents : les

couples (X ; Y) gaussiens (voir chapitre 4), et les couples de variables de Bernoulli (facile &
montrer).

Les valeurs limites — 1 et +1 sont atteintes si et seulement si il existe une relation linéaire
entre Y et X.

3.1.3 Moments conditionnels

Supposons Y réelle mais pas nécessairement X qui peut &tre une variable qualitative. On
peut alors définir, sous réserve de |’existence de ces expressions pour le cas dénombrable,
'espérance et la variance de Y 4 X fixé.

3.1.3.1 L’espérance conditionnelle

DEFINITION

On appelle espérance de Y sachant que X = x et on note E(Y/X = x) la quantité
définie par :

E(Y/X=1x)=2yP(Y =y/X =1x)
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C’est donc I'espérance de Y prise par rapport a sa loi conditionnelle.
On note que E£(Y/X = x) est une fonction de x : E(Y/X = x) = o(x).

Cette fonction @ s’ appelle fonction de régression!!) de Y en X. Son graphe est le lieu
des moyennes conditionnelles de Y sachant X,

On voit donc que E(Y/X = x) dépend des valeurs prises par X. On peut alors définir la
variable aléatoire espérance conditionnelle, qui prend pour valeurs E(¥/X = x) avec les pro-
babilités P(X = x) :

DEFINITION
On appelle variable aléatoire espérance conditionnelle de Y sachant X et on note
E(Y/X) la variable définie par :

E(Y/X) = o(X)

Cette variable présente un certain nombre de propriétés remarquables.

Tout d’abord la linéarité comme conséquence de sa définition en tant qu’espérance :
E(Y, + Y2/X) = E(Y,/X) + E(Y-/X)

mais surtout on a en prenant I’espérance de cette variable le :

THEOREME DE L’ESPERANCE TOTALE

E[E(Y/X)) = E(Y)

m Démonstration

DYPY = y/X = x)) PX =x)

\

E[E(Y/X)] = JEY/X = )P(X = x) = Z(

X

= FySP(Y = y/X = YP(X = x) = JyP(Y = y) = E(Y) =

Ce théoréme est un outil trés puissant pour calculer I’espérance mathématique d’une loi
compliquée mais dont les lois conditionnelles sont simples : on voit méme que 1’on n’a pas
besoin de connaitre explicitement la foi de Y (voir plus loin).

Si Js(X) est une autre variable fonction de X on a E[Y(X)/X] = W(X)E[Y/X] ; 1a démons-
tration sans difficulté est omise. Concrétement cette formule signifie qu’a X fixé W(X) est une
constante et sort donc de ’espérance.

| maCe terme de régression provient des travaux du statisticien Galton qui étudiait la taille des enfants Y en fonc
tion de la taille de feur pére X. Il avait constaté expérimentalement que la taille moyenne des fils dont le pére avait
une taille x supérieure & la moyenne E(X) éfait elle-méme supdrieure & E(Y) mais dans une moindre mesure
E(Y/X = x) = E(Y)

£ était inférieur a | ;il y avait donc régression au sens ordinaire du mot.
X —
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3.1.3.2 La variance conditionnelle

DEFINITION

On appelle variance de Y sachant que X = x et on note V(Y/X = x) la quantité :
L V(Y/X = x) = E[(Y — E(Y/X = x))?/X = x]

Il s’agit donc de 1’espérance conditionnelle du carré de I’écart & 1'espérance conditionnelle.

Comme pour ’espérance, et puisque V(¥/X = x) = {i(x), on définit ensuite la variable
aléatoire variance conditionnelle :

V(Y/X) = \(X) = E[(Y — E(Y/X))*/X]
On a alors le résultat fondamental suivant :

. THEOREME DE LA VARIANCE TOTALE

L V(Y) = EIV(Y/X)1+VIE(Y/X)))|

en donnant a I’espérance sa signification usuelle de moyenne on voit que la variance de Yest
la somme de deux termes : la moyenne des diverses variances conditionnelles et la variance
des diverses moyennes conditionnelles.

= Démonstration
V(Y) = E[(Y — E(Y)P’] = El(Y — E(Y/X) + E(Y/X) — E(Y))']
développons le carré en groupant Y — E(Y/X) et E(Y/X) — E(Y) il vient :
V(Y) = E[(Y — E(Y/X)'| + 2EL(Y — E(Y/X)NE(Y/X) — E(Y))]
+ E[(E(Y/X) — E(Y))]

Le dernier terme est égal a V|E(Y/X)] par définition de la variance puisque E(Y) est
I'espérance de E(Y/X).

Le premier terme n’est autre que E[V(Y/X)] : en effet en appliquant le théoréme de I’espé-
rance totale :

EI(Y — E(Y/X))"] = E[E[(Y — E(Y/X))*/X]]

et on reconnait I’expression de V(Y/X). Notons que V(Y/X) n’est pas égale & (¥ — E(Y/X))?
ce sont simplement deux variables ayant méme espérance.

On vérifie que le double produit est nul en conditionnant i nouveau : I'espérance condi-~
tionnelle & X fixé de (Y — E(Y/X))E(Y/X) — E(Y)) vaut alors :

[E(Y/X) — EMEY — E(Y/X))/X]
puisque E(Y/X) — E(Y) est une constante & X fixé (voir la dernigre propriété de I'espérance
conditionnelle énoncée au sous-paragraphe précédent). Quant i :
E[(Y — E(Y/X)/X]

ce terme est nul, il suffit de développer. L'espérance conditionnelle du double produit est nul,
il en est de méme de son espérance.

(on trouvera plus loin une démonstration géométrique plus rapide et plus élégante)  wm
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3.1.3.3  Exemple d’utilisation de I’espérance et de la variance conditionnelle

Un examen se déroule sous forme d’un questionnaire a choix muitiple (QCM) oli on
pose 20 questions ; chaque question comporte quatre réponses possibles, dont une et une
seule est la bonne ; une réponse juste compte 1 point, sinon zéro.

On suppose que le programme de 1’examen comporte 100 questions dont on tirera aléa-
toirement les 20 de |’examen.

Si I'on considére un candidat ayant appris une proportion p du programme, on étudie la
distribution de sa note N.

Solution : Parmi les 20 questions, un certain nombre X va figurer dans la partie
des 100 p questions révisées et fournir automatiquement X points. Les 20 questions
étant tirées sans remise parmi les 100, la loi de X est une hypergéométrique (100 ;
205 p)o R S

Un certain nombre de réponses pourront &tre devinées par le jeu du hasard parmi les
20 — X questions non révisées, soit ¥ ce nombre. A chaque question non révisée est asso-
ciée une variable de Bernoulli de paramétre 1/4. Si X = x est [ixé, la loi de Y est alors une
loi binomiale B0 — x; 1/4).

On a donc N =X + Y avec Y/X P20 — X:1/4). X et Y ne sont pas indépendantes
puisque la distribution conditionnelle de Y/X = x dépend de x.

Le calcul de la distribution de N conduit en tout état de cause a une expression difficilement
manipulable :

PN = n) = EHP(X = YP(Y =n — /X = x)
x=0

_ "i\”C 100pC 12(())&1'1,)) Crex _1_ " é 0
- C:r_() 20-x 4 4

x=0 100

On peut cependant trouver aisément E(N) et V(N) :
e Calcul de E(N) :

E(N) = E(X) + E(Y) = E(X) + E[EY/X))
E(X) = 20p (loi hypergéométrique)

E(Y/X) = (20 — X)l =5- X

4 4

E[E(Y/X)] = 5 — %@ =5-5p

soit : EN)=15p + 5
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e Calcul de V(N):
V(N) = E[V(N/X)] + V[E(N/X)]

’%
VIN/X = x) = Vlx + Y/X = x] = V[¥/X = x] = (20 — \)Z :
VIN/X) = (20 — X) iE[V(N/X)] =20(1 — p) {Zé = M
E[N/X—\]-\+—(7OM X)=35+ 3?
3x 9
EIN/X] = 5 + == VIE(V/X)) = 7= V(X)
9 100 — 20
= 2 20p(1 = p) o
16 |
100p(1 —
VIEW/x)] = D)
_ 151 —p) 100pd —p) . [15  100p
e T P)[4+ 11]

La figure 3.1 donne les variations de £(N) et de V(N) en fonction de p.

Un taux de révision de 0.6 a 0.7 devrait donc assurer la réussite a I'examen avec une forte
probabilité.
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3.1.4 Extension au conditionnement
d’une variable continue Y par une variable discréete X

Ce cas ne présente pas de difficulté. On définira d’abord la fonction de répartition
conditionnelle :
PY<ynNX=yx
PX =x)

PY<y/X=x)= = G(y/x)

puis si elle existe l1a densité conditionnelle g{v/x) qui sera la dérivée de G en .
La densité marginale de Y s’obtient par :

g(y) = 2g(y/x)P(X = x)

" Si E(Y) existe, on prouve aisément que E(Y/X = x) existe également et vaut :

E(Y/X =y = f)’g(.\-’/x)dy
R

Les formules de I'espérance totale et de la variance totale sont également valables.
La formule de Bayes donne :

G(y/x)PX = x)

PX=x/Y<y = GO

mais 1’écriture formelle :

P(X = /¥ = y) = JQ/OPX=)
g(y)

ne peut étre pour I'instant justifiée car P(Y = y) = 0.

3.1.5 Somme d'un nombre aléatoire de variables iid

Le probleme suivant est courant en assurance : au cours d’une période de temps donnée le
nombre de sinistres survenus est une variable aléatoire N. Chaque sinistre a un cofit aléatoire
représenté par une variable X.

Le montant total des sinistres est alors :
S:XI +X3+ "'XN

Si les X, sont indépendantes et de méme loi, les théoremes de I’espérance et de la variance
totale, en conditionnant par N, permettent de montrer facilement que :

E(S) = E(N)E(X)
V(S) = E(N)V(X) + VIN)(E(X))’
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3.2 EXTENSION A DES VARIABLES QUELCONQUES

3.2.1 Lois conjointes et lois marginales d’'un couple de variables
aléatoires réelles

Si (X, Y) est & valeurs dans R? rappelons que la fonction de répartition du couple H(x, v)
se définit par :

Hx,y)=PX<xNY<y)

Les fonctions de répartition marginales s’en déduisent immédiatement par :
F(x) = Hx;») = P(X <Xx)
G(y) = H(=;y) = P(Y <})

Si le couple (X, Y) admet une densité A(x, y) on a:

9*H
oxay

h(x,y) =

les densités marginales s’obtiennent par :

flx) = j n(x. v) dy

glx) = j h(x, y) dx

Rappelons que si et seulement si les variables X et ¥ sont indépendantes on a :

H(x,y) = F()G(y) Vxsy
hix,y) = f()gly) Vx;y

3.2.2 Conditionnement

Le probléme essentiel est de donner un sens aux expressions du type P(Y € B/X =x) et
E(Y/X = x) lorsque X = x est un événement de probabilité nulle ce qui est toujours le cas
lorsque X est une variable admettant une densité.

3.2.2.1 Présentation naive

Lorsque X est une variable continue on peut songer & définir la fonction de répartition
conditionnelle de ¥ sachant que X =.x comme la limite pour € tendant vers O de :
PY<yN@x<X<x+eg) Hx+eiy)— Hx:y
Ph<X<ux+eg) Flx + &) — Fx)
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Lorsque X posséde une densité f(x) on « voit » que la limite de cette expression est
2H(x; y)
dx
fixé vaut alors :

/f(.\') et que si (X, Y) a une densité h(x, y) la densité conditionnellede Ya X = x

h(x;y)
St

On concoit cependant aisément qu’une telle approche est peu rigoureuse et ne recouvre
en plus qu’une partie du probléme : dans certaines applications il faut pouvoir conditionner
par rapport A une variable quelconque pas nécessairement a valeur dans R ni dans un ensem-
ble fini. Pour définir une espérance conditionnelle il faut seulement que Y soit réelle et que
E(Y) existe.

= g(y/x)

3.2.2.2.. Apercus théoriques

Vu sa complexité nous ne donnerons que les résultats les plus importants sans rentrer dans
les détails des démonstrations qui figurent dans les ouvrages de « Théorie des probabilités »
(Neveu (1964) ou Métivier (1972) par exemple).

* Premiére présentation

X étant une variable aléatoire quelcongue de (£2, %, P) dans un ensemble mesurable (E, &)
on définira la probabilité conditionnelle d’un événement A par rapport & X grice au théoréme
suivant :

THEOREME

Soit A € 6, alors VB € € il existe une classe d'équivalence unique de fonctions de
(E, &) dans [0 ; 1] notée P(A /X = x) telle que :

P(AN (XeB)) = JP(A/X = ¥)dPy(v)
Jil

La fonction P(A/X = x) n'est pas unique car une modification de celle-ci sur un ensem-
ble de probabilité Py nulle ne change pas le résultat de I'intégrale.

Peut-on choisir un représentant de cette classe pour tout A qui définisse une loi de proba-
bilité conditionnelle sur {2 ? Ce n’est pas sdr si X est quelconque et P(./X = x) n’est pas
nécessairement une mesure de probabilité : ici se trouve la difficulté majeure de la théorie.
Si un tel choix est possible on dit que c’est une « version réguliere » de la probabilité condi-
tionnelle par rapport & X, notée P(./X = x).

On peut alors définir I'espérance conditionnelle d’une variable Y intégrable par :

E(Y/X =x) = JY(m) dP(w/X = x)
Q
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« Deuxiéme présentation

Les ouvrages récents de théorie des probabilités préferent partir de la définition
de 1'espérance conditionnelle grice au théorgme suivant qui étend la formule de I'espé-
rance totale en intégrant sur un événement quelconque de F au lieu d’intégrer sur £ tout
entier.

THEOREME
Soit Y une variable aléatoire réelle de (), 6, P) dans (R, B) telle que E(Y ) soit fini, et
X une variable quelcongue de (Q, 6, P) dans (E, €} de loi de probabilité Py.

Il existe alors une classe d’équivalence unique de fonctions Py intégrables de (E, &)

dans (R, 2) notée E(Y/X = x) telle que :

VBe & J- Y(w) dP(w) = J'E(Y/X = x) dPy(x)
B )

Ceci définit alors de maniére (presque srement) unique la variable aléatoire espérance
conditionnelle E(Y/X).

On en déduit alors la probabilité d’un événement A quelconque de () conditionnellement
4 X en prenant pour Y la variable indicatrice de A :

P(A/X) = E(1,/X)

Comme 1, est intégrable la probabilité conditionnelle de A existe toujours. Le probléme
de I'existence d'une version réguliere de la probabilité conditionnelle reste cependant
entier, cette existence est nécessaire pour pouvoir calculer I'espérance conditionnelle par la
formule :

E¥Y/X=x)= f Y(w) dP(w/X = x)
a

et pour pouvoir parler de distribution conditionnelle de ¥ sachant X.

La distribution conditionnelle de Y sachant X = x est en effet définie comme la mesure
image de P(./X = x) par Y pour chaque .x. Il faut donc que P(./X = x) soit une mesure de
probabilité sur ().

La preuve directe de I'existence de distributions conditionnelles dans les cas les plus
usuels est donné par le théoréme de Jirina : il suffit que £ soit un espace métrique complet
séparable (ou espace polonais), c’est-a-dire admettant un sous-ensemble partout dense, ce
qui est le cas de RP.

3.2.2.3 Ce qu’il faut retenir

Il ressort des résultats précédents les propriétés utiles suivantes : si (X, V) est un couple
de variables aléatoires ot Y est & valeurs dans R et X & valeurs dans un ensemble fini ou
dénombrable, ol a valeurs dans R ou R” :

— Il existe une mesure de probabilité conditionnelle P(./X = x) sur .
— Il existe une distribution conditionnelle de Y/X = x.
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- Si E(Y) existe, alors il existe une variable aléatoire espérance conditionnelle : E(Y/X)
qui prend les valeurs £(Y/X = x) avec la loi de probabilité Py :

EY/X =x) = JY((.L)) dP(w/X = x) = J_\' dP(y/X = x)
Q B

et ETE(Y/X)] = E(Y).

—  Si V(Y)existe on a V(YY) = E(V(Y/X)) + V(E(X/Y)).

— Sile couple (X, Y) est & valeur dans R? et posséde une densité /i(x, y) les densités
conditionnelles existent et sont données par :

h(x;y) ooty = HXY)
o T =T

g(y/x) =

etona E(Y/X =x) = J ¥g(y/x) dy ainsi que les formules de Bayes pour les densités :

Flx/v)ay) 9(»/x)f(x)

g(y/x) = flx/y) =
jf'(x/)’)g()’) dy f g(y/x0) f(x) dx

— Lorsque I'une des variables est discréte et I’autre posséde une densité il suffit de rem-
placer 13 oi1 c’est nécessaire les intégrales par des sommes finies et les densités par
des probabilités ponctuelles.

3.3 SYNTHESE GEOMETRIQUE

Le cas ofi on n’étudie que des variables aléatoires réelles de moment d’ordre 2 fini est un des
plus importants en pratique et est susceptible d’interprétations géométriques trés éclairantes.

3.3.1 Espace de Hilbert des classes de variables aléatoires
de carré intégrables

L’ensemble de toutes les variables aléatoires définies sur un méme univers (en fait
’ensemble des classes de variables aléatoires presque partout égales) forme un espace de
Hilbert L* si I’on le munit du produit scalaire :

(X, Y) = EXY) etdelanorme : ||X] = (E(XX*)"?
[’écart-type est donc la norme des variables centrées, et la covariance le produit scalaire
des variables centrées.

Si I'on considére I’ensemble des variables aléatoires constantes, on obtient une droite D
de L. Car si X est constante, aX |’est aussi. ‘

L'espérance mathématique de X est alors la projection orthogonale de X sur cette droite
(fig. 3.2) : en effet, on sait que le minimum de E((X — a)?) est atteint pour a = E(X), ce qui
définit la projection orthogonale de X sur D. ?




3mmCouples de variables aléatoires, conditionnement 81

FIGURE 3.2

La formule de Konig-Huyghens :
E((X — o)) = V(X) + (E(X) = a)*

s’interpréte comme le théoreme de Pythagore appliqué au triangle rectangle X, E(X). a.

E(X) est. en d’autres termes. la meilleure approximation de la variable X par une constante
(au sens de la norme de L?).

Comme cov(X,Y) = (X — E(X) ;Y — E(Y) ) I'inégalité de Schwarz donne :
[cov(X,.Y)| = |IX — EQO| ¥ — EO)||
s0it |cov(X, V}| = ooy

. R . X cov(X, V)
Le cosinus de I’angle formé par X — E(X) et ¥ — E(Y) vaut donc ——— . On retrou-

ve le coefficient de corrélation linéaire p entre X et Y. Ox 0y

Dans cet espace, la non corrélation se traduit donc par I’orthogonalité

p = * Isi|cov(X, V)| = ayoy donc si (X — E(X)) et (Y — E(Y)) sont proportionnelles
soit : X — E(X) = a(Y — E(Y)).

Le coefficient de corrélation linéaire est donc égal 2 = 1 §’il y a une relation linéaire entre
les deux variables X et Y.

La nullité de ce coefficient exclut la relation linéaire, mais n’exclut pas I’existence d’au-
tres relations. Il est facile de fabriquer des contre-exemples de dépendance fonctionnelle
avec un coefficient de corrélation linéaire nul : ainsi, X et X? ou sin X et cos X lorsque la loi
de X est symétrique.

3.3.2 Espérance conditionnelle et projection

Soit L} le sous-espace de L? constitué des variables aléatoires fonctions seulement de X
du type @(X) : L} est convexe et contient la droite des constantes D.

C’est donc un sous-espace de Hilbert fermé.

Alors I’espérance conditionnelle de Y sachant X, E(Y/X), s’interpréte comme la projection
orthogonale de ¥ sur L3.
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Soit en effet I'opérateur qui associe a toute variable aléatoire son espérance conditionnelle
a X. C’est un opérateur linéaire ; pour montrer que c’est un projecteur orthogonal il suffit de
vérifier qu’il est idempotent et auto-adjoint :

~ il est idempotent : E(E(Y/X)/X) = E(Y/X);

— etauto-adjoint : (Z; E(Y/X) )= ( E(Z/X):Y).

En effet, les deux membres de cette relation sont égaux i E[E(Z/X)E(Y/X)].

Le théoréme de I'espérance totale E(Y) = E(E(Y/X)) est alors un cas particulier du
théoreme des trois perpendiculaires, comme !’illustre la figure 3.3.

FIGURE 3.3

E(Y/X) étant une projection orthogonale, ceci montre que le minimum de :
E[(Y = @X)7]

est atteint pour o(X) = E(Y/X), résultat qui sera repris lors de 1'étude de la régression. On
peut dire que si E(Y) est la meilleure approximation de ¥ par une constante, E(Y/X) est la
meilleure approximation de Y par une fonction de X.

11 est alors immédiat que le « résidu » ¥ — E(Y/X) est non corrélé avec X par suite de
I’orthogonalité.

Le théoréme de la variance totale s’interpréte comme le théoréme de Pythagore appliqué
au triangle rectangle Y, E(Y), E(Y/X) :

I¥ = ED)[F = V(1)

IECY/X) = B+ [|Y = E(Y/X)|P
= VE(Y/X)) + E[(Y — E(Y/X))]
V(E(Y/X)) + E[E(Y — E(Y/X))]

= V(E(Y/X)) + EV(Y/X))

i

3.3.3 Rapport de corrélation de Y en X

Le coefficient de corrélation linéaire p est une mesure symétrique de dépendance, qui est -
maximale dans le cas de la liaison linéaire. ‘

Le théoréme de la variance totale permet de définir une autre mesure de liaison non
symétrique cette fois : le rapport de corrélation my,y tel que :

. _ VEX/X))
Thyrx V(Y)
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Ce rapport est le cosinus carré de 1'angle formé par ¥ ~ E(Y) et ’espace L.
On a donc : O0=ny=1

PROPRIETE
L Simyx = 1, E(V(Y/X)) = 0.

On en déduit donc que V(Y/X) = 0 presque siirement, car ¢’est une variable positive. Ce qui
veut dire qu’a X fixé la variance de Y est nulle, donc que ¥ ne prend qu’une seule valeur.

My = =Y = ¢X)

Le rapport de corrélation est maximal si Y est lié fonctionnellement a X.

PROPRIETE
L Simix = 0, V(E(Y/X)) = 0, E(Y/X) est donc presque siirement une constante.

On dit que Y est non corrélé avec X, il y a absence de dépendance en moyenne. C’est en
particulier le cas si X et Y sont indépendantes mais la réciproque est inexacte. On montre en
fait que I'indépendance entre Y et X est équivalente & I'orthogonalité des espaces L3 et Ly
engendrés par X et Y le long de la droite des constantes (fig. 3.4) :

Ficure 3.4 Indépendance de X et Y.

n}x = O signifie seulement que ¥ — E(Y) est orthogonal 4 L} ;

1’ est une mesure de liaison fonctionnelle alors que p est une mesure de liaison linéaire ;

M}, est toujours supérieur ou égal & p? car p? est le cosinus carré de 1'angle formé par

Y — E(Y) avec le sous-espace de dimension 2 de L3 engendré par la droite des constan-

tes D et la variable X.

Le cas ou m3,y = p* signifie donc que E(Y/X) appartient & ce sous-espace de dimension 2,
donc que :

EY/X) = a + BX

c’est celui de la régression linéaire dont I'étude sera effectuée en détail au chapitre 16.

Si E(Y/X) = a + BX, on ne peut trouver de transformation de X augmentant p.
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En effet d’une part mg,y = sup p(Y; w(X)), et d’autre part la linéarité de la régression
implique N,y = pA(Y; X). A

Lorsque (Y ; X) est un couple gaussien on a simultanément E(Y/X) = o + BX et E(X/Y) =
v +dY

On en déduit le théoréme suivant :
THEOREME

Si (Y ; X) est un couple gaussien, on ne peut pas trouver de transfornmations o(X) et Y(Y)
augmentant en valeuwr absolue le coefficient de corrélation :

pHe(X) 1 (Y)) = p?

Les prévisions optimales (en moyenne quadratique) sont donc linéaires.



Vecteurs aléatoires,
formes quadratiques
et lois associées

Ce chapitre présente les résultats les plus utiles pour 1'étude des variables & plusieurs
dimensions. Certaines démonstrations purement techniques seront omises.

—4.1 GENERALITES SUR LES VECTEURS ALEATGIRES REELS

Un vecteur aléatoire X est une application de (), 6, P) dans un espace vectoriel réel, en
général R” muni de sa tribu borélienne.

En pratique R” est muni de sa base canonique et on identifiera X au p-uple de variables
aléatoires formé par ses composantes sur cette base X = (X, Xa, .. ., X))

4.1.1 Fonction de répartition et densité
4.1.1.1 Fonction de répartition

F est une application de [R” dans R définie par :
Fle,xy.o.nx) = PX <x,...X,<x)
dont les propriétés se déduisent aisément de celles vues pour les couples de vecteurs aléatoires.

4.1.1.2 Densité

fsi elle existe est définie par :

ar'F

- 6.\‘|[}.\'2 P rl\‘,,

f(.Y], N .,.\'[))

4.1.1.3  Changement de variables dans une densité

Effectuons le changement de variables défini par :
Yi = (Pi(Xh f‘(la ey Xp)

Les fonctions ¢; étant telles que le passage de (X, X,, .. ., X,) 2 (¥, Y,, .. ., ¥,) est biuni-
voque. Nous désignerons en abrégé par ¢ la transformation :

X5Y Y=oeX
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La densité du vecteur Y s’obtient alors par la formule :

AT
BY) - |det J|

ol det J, appelé jacobien de la transformation, est tel que :

a.\'l Hyp
ox, x4
detJ =
LA LA
ox, E).\‘l,
ox, ox,
ay 9y,
(detJ)~' = | i P =detJ!
a*\‘p é)x,,
ay ay,

La démonstration de cette propriété figure dans tous les ouvrages consacrés a I'intégration
(changement de variable dans les intégrales multiples).

Si la transformation ¢ est linéaire de matrice A constante, Y = AX (A doit étre réguliére)
on a det J = |A|. En particulier si A est une transformation orthogonale le jacobien vaut 1.

4.1.2 Fonction caractéristique

Soit a un vecteur non aléatoire de composantes (a, a-, . . ., a,).

DEFINITION
On appelle fonction caractéristique du vecteur aléatoire X la fonction de ['argument
vectoriel a définie par :

¢(a) = Elexp(ia'X)| = E[exp(i(a; X + a, X; + -+ + a,X))]

THEOREME

Les composantes X, Xs,. .., X, de X sont indépendantes si et seulement si la
fonction caractéristique de X est égale au produit des fonctions caractéristiques
de ses composantes :

P
pfa) = H‘P,\'i(ai)
=
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Si les X; sont indépendantes ’espérance d’un produit de fonctions des X; est égale au
produit des espérances donc :

Elexp(ia’X)] = Elexp(ia, X,)] Elexp(ia, X,)] . .. E[exp(ia, X,)]

ce qui démontre une partie de la proposition.

La réciproque plus délicate utilise I’inversion de la fonction caractéristique et est
omise.

Le résultat suivant fondamental permet de définir des lois de probabilités a p-dimensions
i partir des lois unidimensionnelles.

THEOREME DE CRAMER-WOLD

La loi de X est entiérement déterminée par celles de toutes les combinaisons linéaires
de ses composantes.

4
Posons en effet Y == a’X = Y g, X, et cherchons la fonction caractéristique de Y :
=1
@y (n = Elexp(itY)] = E[exp(ita’X)]
d’olt wy(1) = py(a). Sila loi de Y est connue pour tout a on connait donc la fonction carac-
téristique de X donc la loi de X.
4.1.3 Espérance et matrice de variance-covariance

Si p; désigne E(X;), on appelle par définition espérance de X = (X, .. ., X)) le vecteur
certain :

LM

La matrice de variance-covariance 2 de X est définie par :

o cov(X|, Xa) .oe.... cov(X, X))
el
o3 .

=" : = E[XX'] — pp’

P

c'est une matrice carrée symétrique d’ordre p.
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Si les variables X; sont réduites, £ s’identifie avec la matrice de corrélation :

1 P2 cvenes f)]l,

4.1.4 Transformations linéaires

Effectuons un changement de variable linéaire Y = AX ol A est une matrice quelconque:
de constantes (pas nécessairement carrée), alors : :

Py = Apy

ce qui se démontre en appliquant les définitions.

n particulier si i iligne, ¥ est alors u i éatoire unidimension-
En particul A esl une matrice uniligne, Y est al ne variable aléatoire unid

P
nelle. Si a’ désigne cette ligne ¥ = >, X, et V(Y) = a’Za. On a donc pour tout a, a'Sa =
i=1

car une variance est non négative. On en déduit le résultat suivant :

THEOREME

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice 2 symétrique soit la matrice
de variance d’un vecteur aléatoire est que Z soit une mairice positive.

La réciproque s’établit A partir de la propriété classique suivante des matrices symétriques
positives :

Toute matrice symétrique positive Z peut s’écrire sous la forme £ = TT' ot T est définie
a une transformation orthogonale prés (si T convient, S = TU, o1 U est orthogonale, convient
aussi ; une solution particuliére est fournie par T = X'* = PAY?P’ oi P est la matrice des
vecteurs propres normés de T et A la matrice diagonale des valeurs propres). I suffit donc de
partir d’un vecteur aléatoire X de matrice de variance I, (par exemple un p-uple de variables
indépendantes centrées-réduites) et de faire la transformation Y = TX pour obtenir un vec-
teur aléatoire de matrice de variance =.

Si X est réguliere, c’est-d-dire si les composantes de X ne sont pas linéairement dépendantes
on peut trouver une transformation inverse qui « normalise » le vecteur X.

THEOREME

Si 3 est réguliere il existe une infinité de transformations linéaires A, telles que Y = AX
soif un vecteur de matrice de variance 1.

Il suffit de prendre A = T~'. Un choix particulitrement intéressant est celui de
T =31
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EFINITION
L On appelle transformation de Mahalanobis la transformation définie par 2~ ">,

vy =32""3(X — ) est alors un vecteur aléatoire centré-réduit & composantes non corrélées.

", On en déduit aisément le résultat suivant :

HEOREME
L La variable aléatoire (X — w) 271 (X — w) = D? a pour espérance p.

: i
© En effet D* = X,Y{ ou les Y, sont d’espérance nulle et de variance 1. D est appelée
i=1

istance de Mahalanobis de X a .

4.2 VECTEURS ALEATOIRES GAUSSIENS :
LA LOI MULTINORMALE

'4.2.1 Définitions et fonction caractéristique

" DEFINITION

santes a'X suit une loi de Laplace-Gauss a une dimension.

: L X est un vecteur gaussien a p dimensions si toute combinaison linéaire de ses compo-

' Le théorgme de Cramer-Wold permet d'établir que la loi de X est ainsi parfaitement déter-
minée. On remarquera que la normalité de chaque composante ne suffit nullement a définir
n vecteur gaussien.

La fonction caractéristique de X s’en déduit aisément (on supposera ici que X est centré
_“ce qui ne nuit pas a la généralité).

. THEOREME

1
@ (a) = cxp(*; a'Ea) on X est la matrice de variance de X.

En effet d’aprés le théoreme de Cramer-Wold :
oa) =gy(1)  ouY=2a'X
Laloi de Y est par définition une guussienrle centrée de variance V(V) = a’Za et la fonc-
tion caractéristique de Y est @, (7) = exp(—~ %: V(Y)) ce qui établit le résultat.
On en déduit le résultat fondamental suivant :
THEOREME

Les composantes d’un vecteur gaussien X sont indépendantes si et seulement si 3 est
diagonale, c'est-i-dire si elles sont non corrélées.
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effet, si ¥ est diagonale de termes o7 :

il
o (a) = ew(—— > a; U’) = [T ex(a)
i=1

—ll

On notera N,(n ; ) la loi normale a p dimensions d’espérance p. et de matrice de °
variance 2.

4.2.2 Densité de la loi normale a p dimensions

Celle-ci

n’existe que lorsque X est réguliére.

THEOREME

Si X est réguliere X admet pour densité :

| l
f‘(_.\‘h Xy oo -\_p) ...................... _5 (X — '..I.)'E—l (x - ".))

En effet Y =27"*X — ) est alors un vecteur gaussien dont les composantes sont ;T

centrées-ré

duites et indépendantes. Y a pour densité :

p 1, _
ay) = IJ; gly) = HG <—§y,-) = Gy SXP

1

I1 suffit alors d’appliquer la formule du changement de variable ;

det T!? =

(det ) ce qui établit le résultat.

o33

le jacobien J vaut ici

Les surfaces d’isodensité sont donc les ellipsoides d’équation (x — p)’Z7'(x — p) =

4.2.3 Cas particulier de la loi normale a deux dimensions

Si ’on introduit p coefficient de corrélation linéaire entre X et X, :

d’ou :

et :

poTy O3

detT = (g,00)%1 — p?)
st = 1 o} —pa,a,
det X | —po,0, o1

(xy — mp(x> — m5)
| )X 2

L 1 _ 1 X,
f('\h'\l) - 211_0_]0_2 "] _ pz exp{ 2(1 - pZ)I:(

9
—m l)_
g,

—2p

a0,

Xy ™ 14
+
(45

il
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4.2.4 Lois conditionnelles (sans démonstration)

Partitionnons X en deux sous-vecteurs X, et X, a k et p — k composantes respectivement
d'espérance m; et m, : ‘

La matrice de variance-covariance se partitionne en 4 blocs :
EI} Ell
2y 2
Si I'on cherche 1a loi du vecteur X, conditionnée par X, on a les résultats suivants :

THEOREME
La loi de X, /X, est une loi multinormale & p dimensions :

— d’espérance : E[X/X,] = m; + 2,25 X, — m,);
— de matrice variance-covariance : 3,0 = 2| — L1125 2.

On constate donc que la régression de X, en X, est linéaire.

Les termes de 2, s’appellent les covariances partielles cov (i, j | 2), desquelles on déduit
les corrélations partielles : |

_cov(i, j|2)
Pijjp = ———————
Giir2 Tjjra

Les variances conditionnelles ne dépendent pas des valeurs prises par X, : il y a
« homoscédasticité ». '

4,2.5 Théoréme central-limite multidimensionnel

De méme que pour des lois & une dimension on peut établir le résultat suivant :

Soit X, X, .. ., X,, une suite de vecteurs aléatoires indépendants de méme loi, d’espérance
1 et de matrice de variance 2 alors :

THEOREME

;= B N,(0: )
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- 43 FORMES QUADRATIQUES DEFINIES
SUR UN VECTEUR GAUSSIEN ET LOIS DERIVEES

4.3.1 Lois du x? (khi-deux)

DEFINITION

Uy, Us, ..., U, étant p variables LG(0 ; 1) indépendantes, on appelle loi du khi-dewx &
r

p degrés de liberté (x;) la loi de la variable > U3

C’est donc la loi de la somme des carrés des composantes d’un vecteur gaussien centré et
de matrice de variance L.

On en déduit immédiatement que la somme de deux variables x> indépendantes
__apet g degrés de liberté est encore une variable x*, 2 p + ¢ degrés de liberté.

La loi du x* se déduit de la loi y par une simple transformation.

Prenons en effet un x3, c’est-d-dire le carré d’une variable de Gauss. D’aprés un résultat
gtabli au chapitre 2, [a densité de T = UZ?est :

e (-L)
g = p=1""exp| =3

4

1 U=
Puisque \/; = F(—Z—) on en déduit que - = Yuz On a donc la propriété suivante :

PROPRIETE
L ‘ Si X est une variable v,, 2X est un x3,

On en déduit donc par transformation les propriétés de la loi du x*:

EcD =p Vi) =]

1 — v
Densité : g(x2) = cxp( })(xl)ﬂ/z-' (fig. 4.2).
2r/? [‘(1_7) =
2
A.  Fonction caractéristique
Elle se déduit de celle de 1a loi vy :

() = ————
® = T
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.250
188
1251

.063

FiGURE 4.2

B.  Approximation du x? par la loi normale

Lorsque p > 30 on peut admettre que V2> — \f2p — 1 est distribué comme une LG(0 ; 1),
soit : -

Xp =-——— ——  (approximation de Fisher)
2\1/73 2 9
ou (mieux) que : (_XL) + 2 14 ’__P_ — U
P 9p 2

soit :

f 2 7\3
xf, = p(U —+ 1 - —) (approximation de Wilson-Hilferty)
9 9p

Cette derniére approximation, trés précise, est correcte méme pour des valeurs faibles -
de p. On trouvera en annexe des formules exactes permettant de calculer la fonction de
répartition du x> :

La table A1.6 donne les fractiles de la loi de x? jusqu’a 100 degrés de liberté. On peut
donc en déduire ceux de la loi v, pour des valeurs de r allant de 1/2 4 50 par demi-entier.

4.3.2 Formes quadratiques

Sous certaines conditions, des formes quadratiques définies sur des vecteurs gaussiens
suivent des lois du x>. Ces résultats sont fondamentaux en statistique dans les problémes de
décomposition de variance.



JamVecteurs aléatoires, formes quadratiques et lois associées 95

HEOREME
Si X suit une loi normale @ p dimensions d’espérance et de matrice de variance
S réguliere alors :

D*= (X~ )’ (X — p)  suit une loi du 3

p
Il suffit de se souvenir que D* = . ¥ olt les Y; sont des LG(0 ; 1) indépendantes.

i=1

Considérons maintenant Y vecteur gaussien centré-réduit 8 composantes indépendantes et
P
) id adrats 20 = V! =
. cherchons la loi d"une forme quadratique générale @ = Y'AY = ) Y a, Y.V,
i=1 j=1

Nous allons établir la forme de la fonction caractéristique de Q ce qui permettra aprés de
déduire dans quels cas Q suit une loi du x*.

THEOREME
L @o(t) = [det(I — 2itAN 12

= Démonstration
@) = Elexp(itQ)] = Elexp(irY'AY)]

Ecrivons A = P’AP ol P est la matrice orthogonale des vecteurs propres et A la matrice
diagonale des valeurs propres \; de A :

P
Y'AY = Y\;Z? enposantZ = PY
=1

P étant orthogonale Z est encore un vecteur gaussien centré-réduit & composantes
indépendantes.

y p
Dorc : Pl = E|:exp(it IE)\,-:})} = o0
i=1 j=1

p
or Z? est uny} d’ou : go() = TT(1 = 2iNn7Y2

j=1
or si \; est valeur propre de A, 1 — 2i\;t est valeur propre de I — 2ifA, donc :
p
[T = 2iND = det (I — 2itA) -
=1

On peut également donner la démonstration suivante plus directe majs utilisant des
gaussiennes complexes.
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= Démonstration

' ! 1
Elexp(irY'AY)] = J explity'AY)g(y) dy = f exp(ity'Ay) —— exp(———y’y) dy
wr 7 ’P (Q'TT)I) - 2

1 l ’ .
=(2_T;W _L,,BXP(_EY aI- 2er)y> dy

Or si I'on considére une loi gaussienne de matrice de variance = = (I — 2irA)~! op
sait que :

1
Y | =
L @m)" (det )" ( yE" ) W=l

d'ob : E[exp(itQ)] = (det Z)"? = [det(T — 2irA)]"" -
On peut donc établir la propriété suivante : ' :

THEOREME

= Y'AY suit une loi du x* si et seulement si A est un projecteur mrhogonal
c esr -a-dire si A* = A, Le rang de A est alors le degré de liberté du x°. ;

En effet si A>= A \; =0 ou 1 et py(r) est la fonction caractéristique d'un x7. La réci-
proque est alors immédiate. :

Considérons maintenant deux formes quadratiques Q, et @, de matrice A, et A, définies
surY.

THEOREME DE CRAIG
L Q, et Q. sont indépendantes si et seulement si A} A5 = 0.

s Démonstration
‘PQIQI(II’ [2) = E[CXp(lﬂQl + llez)] = [det(l - 2”’1A1 - 2I'f‘_,A3)]“l/2

Comparons cette expression au produit des deux fonctions caractéristiques de @,
et O-.

(PQI(I])(PQ:(fE) = [det(l - 2ir|Al) det(I - ziszz)]“]/z
- [det(] - Zl'f]Al - ?_ilej - 4f|f2A]A2)]—l/2

on aura ¢y, (1)¢gt:) = @p,a.(ti12) V115 si et seulement si AjA, = 0 ce qui établit le
théoréme. m

Nous pouvons enfin énoncer le résultat le plus important concernant les formes quadra-
tiques qui généralise la propriété d’additivité du x* :
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THEOREME DE COCHRAN

k P
Soient Q. Q. . .., Oy k formes quadratiques sur Y telles que »,Q0; = Y'Y = Q¥ ?

j=1 i=1
¢’est-a-dire réalisant une décomposition du carré de norme de Y.
Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :
&
- > rang (@) =p:
j=1

— chaque Qj est une variable de x* ;
— les Q; sont indépendantes.

(e théoréme n'est que la version probabiliste d'un théoréme classique d’algébre linéaire

"+ que Voici. L
Soit k matrices symétriques A, A,, . . ., A, d’ordre p telles que EAJ. =1,

i=1

Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :
- 2 rang A; = p;
i
- P=A Vi,
- AA =0 pour i # j.

La démonstration, sans difficulté, est laissée au soin du lecteur, Géométriquement ce théo-
réme est une extension du théoreme de Pythagore et de sa réciproque i la décomposition
d’un vecteur et donc de son carré de norme, sur des sous-espaces deux & deux orthogonaux.
L'orthogonalité est ici synonyme d’indépendance pour des vecteurs gaussiens.

4.3.3 Loidu F de Fisher-Snedecor

Cette loi, liée au rapport de deux formes quadratiques indépendantes joue un grand réle
en statistique (loi du rapport des variances de deux échantillons indépendants par exemple).

X et Y étant des variables suivant indépendamment des lois x3 et x2, on définit :

F(n:p) =);jg

La densité de £ s’obtient aisément par transformation de celle d'une béta Il car X /2 et Y/2

suivent des 10is v, et 7y, :
n 0?2
- /21
1 (p> /

g(f) = non n -(nép)/'l
Bl =:=|| 1 +-f
22 p
P P n+p-—12
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Cette loi est tabulée en annexe ce qui permet d’obtenir les distributions des lois béta I gt *
béta I ; on a en effet les relations suivantes : ;

Y
—  si Y suit une loi béta II{n, p), alors il est un F(2n, 2p) ;
n

)
— 51 X suit une loi béta I(n, p). alors 2 1 estun F(2n, 2p).
nl —

4.3.4 Loi de Student

Soit une variable aléatoire U suivant une LG(0, 1) et X une variable aléatoire suivant indg-
pendamment de U une loi x7. On définit alors Ia variable de Student T,, & n degrés de liberté
comme étant :

Ona: ET)=20 sin>|

n )
WT,) = - sin>72
n—2

p; =20 sin>3
3n?

n—2n—4) sin >4

Hoy

'y:=3+——6 sin>4
n—4

Pour n = | 1a loi de Student est la loi de Cauchy, loi du quotient de deux variables aléa-
toires de Laplace-Gauss indépendantes, dont la densité est :

0= o

Cette loi ne posséde ancun moment fini. De maniére générale la densité de T, est :

1

\j_ 1 n rl (n+1y2
nB 5,‘—2' I + —;

sin— o, T, 3 LG(0; 1), ainsi que I'expression des moments le laissait supposer.

Sy =

On a la relation suivante entre les variables de Student et de Fisher-Snedecor :

(T = F(l:n)
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La figure 4.3 donne les densités de T, pour diverses valeurs du degré de liberté :

n=1275,10,50.

Ficure 4.3 Densité de probabilité de la variable de Student

On remarquera le comportement particulier de la loi de Cauchy T. qui a des queues de
distribution trés importantes :

P(T,| >2) = 0.29

44 LA LOI MULTINOMIALE,
INTRODUCTION AU TEST DU X

Comme son nom 'indique cette loi généralise la loi binomiale.

4.4.1 Le schéma de 'urne a k catégories

Considérons une partition de ) en k& événements de probabilité p, p, . . ., p; (fig. 4.4).

Q

FIGURE 4.4
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On répéte alors indépendamment » fois I’expérience aléatoire et on compte les nombres.
de réalisations respectives des A; 1 Ny, Na, . . ., Ny

Le vecteur aléatoire (discret) (N, Vs, . . ., N,) suit alors par définition une loi multinomiale '
d’effectif n et de parametres py, ps, . . ., -

Ce schéma se produit en particulier dans des probléemes de sondages : une population est
partagée en k catégories et on tire avee remise n individus ; on compte ensuite les effectifs
de cet échantillon appartenant aux diverses catégories.

On I’observe également lors du dénombrement des réalisations d’une variable aléatoire X ; ¢

L’ensemble des valeurs de X est partagé en & classes de probabilités p; et on compte
sur un ensemble de n individus les nombres d’individus appartenant & chacune de :
ces classes (fig. 4.5) : (c’est la démarche utilisée pour construire un histogramme, voir
chapitre 3).

fx) . . . e e

Py | P2 Px

FiGURE 4.5

Par constructlon les composantes N, Nﬁ, .« » Ny du vecteur multinomial sont linéairement

dépendantes : EN = ji et on a bien siir Zp,

i=1 i=]

Chaque composante N; suit une loi binomiale ZB(n;p;) donc E(N;) = np; et
VIN) = np(1 ~ py.
La loi conditionnelle de N; sachant N; = n; est également une loi binomiale :

@(n - ny; Pi )
1—-pj

11 suffit de remarquer que tout se passe comme si il restait & tirer n — »; individus dans
une population a k — 1 catégories : la catégorie A; étant éliminée la probabilité condition-

nelle d'observer A‘-/Kj vaut 1 i’
f]
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La loi du k-uple est alors donnée par :

g1

12

P(N, =n|;N2=ng;Nk=nk)=—————-—-—-' | Ip’,"pgi...p'g‘
”].”3. BN

4.4.2 Espérance et matrice de variance

Comme chaque N; suit une loi 9(n;p)ona:

-”pl_
np,

RUZS

Pour établir la covariance entre N, et V; il suffit de remarquer que le vecteur multinomial

. est une somme de n vecteurs indépendants de méme loi que le vecteur X = (X}, X,, .. ., X))
tel que X; = 0 ou | avec les probabilités | — p; et p; ; un seul des X; étant nul. Les X; sont les
indicatrices des catégories A}, A, .. .. A, pour un des n tirages.

On a alors £(X;X;) = 0sii #j d’oucov(X,, X)) = —E(X))E(X)) = —p;p;
La covariance d’une somme étant la somme des covariances on en déduit :

cov(N, N)) = —np;,p; sii#j

La matrice de variance-covariance de la loi multinomiale est donc :

Pl —p) —pipa cer PP
—Pip2 pl —pa) .. —papy

> =n
| —P1Px —P2Pi v pdl = )]

k
Cette matrice n’est pas réguliere car ,N; = n (on remarque que les sommes en lignes et en
colonnes sont nulles). i=1

4.4.3 Lois limites lorsque n —

D’apres le théoréme central limite multidimensionnel, comme (N, N, ..., N) est une
somme de 1 vecteurs aléatoires indépendants et de méme loi, on a :

1
T(Nl = np; i Ny — npai .. N — npy) 24 NJ(0;3)
n
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k
La loi limite est dégénérée (elle n’admet pas de densité) car Y (N, — np;) = 0.
i=1

Cependant si 1'on supprime par exemple la derniére composante on a alors un vecteur
limite gaussien non dégénéré et :

1 A
X=7;,® Ny = npyi Ny = npas .y Neoy = mpiy) = Nioy (03 %)

olt ¥ s’obtient en supprimant la dernire ligne et la derniére colonne de =.

Par une simple vérification on trouve :

Loy L 1]
Pt P Pk Dk
1 (1 N 1) 1
P P2 Py P
(E:[:)—l —
: A
- Pr Di~1 Py/ -

Appliquons alors le premier théoréme sur les formes quadratiques :
Df’. — XI(E:;:)—IX — X%—l

En développant on a :

. k=I(N; — np;)? E[(N np;)* EE — np;)(N; — npy)
= np; i=1 np;. i#] npy
IN, = p)? |1 ( :
=S, (N; — np))
i=1 np; npy 2
SN = np)? l

= S0 f — N, =
i=1 np; npy

k=1 k=1
car 3N; =n — Nyet Jonp; = n — np;.

i=1 i=1
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11 vient donc :

”pl i]f 2
l p; == Xk-1
=

Ce résultat capital est 4 1a base du test du khi-deux permettant de comparer une distribu-
tion d’observations N\, N, . . ., N, & une distribution théorique de probabilités py, ps, . . ., p1
(voir chapitre 14, paragraphe 14.6.2.1).

4,5 LOIS DE WISHART, DE HOTELLING, DE WILKS

Ces lois jouent un role essentiel en staristique mathématique multidimensionneile.

4.5.1 Loi de Wishart

DEFINITION

Une matrice M ( p, p) a une distribution de Wishart W,(n ; £) si M peut s’écrire M = X'X
ot X est une matrice (n, p) aléatoire définie de la fucon suivante : les n lignes de X sont
des vecteurs aléatoires gaussiens de méme loi N,(0 ; 2) indépendants.

X représente donc un échantillon de n observations indépendantes d’une loi normale
multidimensionnelle.

Nous allons voir que cette loi généralise d'une certaine facon la loi du ¥%. Sip=1ona
en effet :

Win:ao%) = o’x2 = X}

i=1

On montre que la densité de la loi de Wishart est :

|
'M |(u -p=1)72 CXP(M:; TrﬂCE E_IM)

Fov = 7
2)1,:/2,‘711(,,—[)/4{2Iu/2 H r(; (n+i- 1))
i=1 =

pp+h/2
avec M > 0 pour la mesure de Lebesgue dans R !

semi définie positive).

(en effet M doit &tre symétrique et

On rapprochera cette formule de celle de la densité d’un x>
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On note également que la fonction caractéristique de la loi de Wishart W(n ; 2) est :
Elexp (iTM)] = |I — {TZ[™"

ou T est une matrice (p, p).
Rappelons que la fonction caractéristique dun 7 est @) = (1 — 2in™""=,

I
Ona: EM)=n2 e EM™H= — o sin—=p—1>0
n—p-—

Pour tout vecteur constant a :

a’'Ma
a'Za

. . el
suit une loi x;

En effet on vérifie sans peine que a’Ma est une matrice de Wishart W (n ; a’Za) car
a’Ma = a’X’Xa ol Xa suit N(0 ; a'Za).
511

On peut montrer également, mais la démonstration est délicate, que T M-'a suit une
- a a
loi Xn—/)+|'

Ces deux propriétés se généralisent avec des vecteurs aléatoires.

PROPRIETE
Soit x un vecteur aléatoire (de loi quelconque) indépendant de M alors :

x'Mx X x'Z'x
e —
x'2x x'M™'x

suivent fes lois x; et X+ respectivement et sont des variables indépendantes de x.
a’Ma et b’'Mb sont indépendantes si a’Zb = 0.

4.5.2 Laloi du T? de Hotelling

Cette distribution généralise celle de Student (ou plutdt son carré). C’est celle d’une varia-
ble unidimensionnelle.

DEFINITION

Soit X un vecteur aléatoire normal N,(0 ; I) et M une matrice de Wishart W,(nn ; T),
indépendante de x ; alors la quantité nx'M™'x suit par définition une loi du T* de
Hotelling de parametres p et n.

Par abus de notation, on posera : 7,(n) = nx’'M™'x
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PROPRIETE

Si x suit une loi Ny : 2) et M une loi de Wishart indépendante de x W,(n; X) alors
a(x — p)'M™" (x — p) suit une loi T;7(n).

La démonstration évidente utilise la transformation de Mahalanobis y = 27"(x — p)
et le fait que Z~"*MZ""* est une W,(n ; L).

nx'M™'x suit ce qu’on appelle une loi de Hotelling décentrée 7,7(n, A?) ot \* = p/Zp
est le parameétre de décentrement.

La loi du T* de Hotelling s’identifie i celle de Fisher-Snedecor selon la formule :

Tn) = LIF(p;n —p+1)
n —

p+

En effet, on peut écrire avec X N,(0 ; I} :

. nx'M™'x
T:(n) = ——x'x
P '
x'x
.ox'x . . , . 3 v
olt Ty estun x;-,+ indépendant de x donc de x'x qui est un x;, d'ol
X X

2
Xp
2
n—p+1

T ;(m)=n

On voit que pour p = 1, T,z(n) = F(1 ; n)c’est-a-dire le carré de la variable de Student
a n degrés de liberté.

np

Notons que : ETyn) =—-—
n—p-—1

4.5.3 La loi du lambda (A) de Wilks

Cette loi joue un grand réle en analyse de variance multidimensionnelle ol elle généralise
celle de Fisher-Snedecor : elle concerne les rapports de variance généralisée qui sont des
déterminants de matrices de Wishart. A est une variable unidimensionnelle.

DEFINITION
Soit A et B deux matrices de Wishart W,(m ; 2) et W,(n ; Z) indépendantes oit m = p,
alors le quotient :
Al _ ! _
|A+B|] |A'B +1]

a une distribution de Wilks de paramétres p, m et n, A(p, m. n) (cette distribution ne
dépend pas de Z).

A et B étant des matrices positives A est une variable comprise entre 0 et L.
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Remarquons que A s’exprime en fonction des valeurs propres 6, de A™'B :
7
A=TIa +e)!
i=1

A(p, m, ny et A(n, m + n — p, p) ont la méme distribution.
On peut se ramener 4 la loi de Fisher-Snedecor dans quatre cas simples :

1= Alp,m, 1) p
= Flpim—p+1
A(p,m, 1) m—p+ 1 (p;m—p+1)
1= Ad,mn)

n
A1, m, n) m (5 m)

1 = VA(p,m, 2) _ P
VA(p, m, 2) m—p+1

1 =~NAQ,m 1) _ n
YAQ2, m, ) m—1

Sim est grand on peut utiliser I’approximation de Bartlett :

FQp:2tm—p+ 1))

FQn;2(m— 1))

1
—[m — ;(p - n+ l)jl In A(p, m, n) = X:l:p
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| Statistique exploratoire



Description
unidimensionnelle
de données
numériques

La plupart du temps les données se présentent sous la forme suivante : on a relevé sur n
unités appelées « individus » p variables numeériques. Lorsque # et p sont grands on cherche A
synthétiser cette masse d’informations sous une forme exploitable et compréhensible. Une
~“premiére étape consiste 4 décrire séparément les résultats obtenus pour chaque variable : c’est
la description unidimensionnelle, phase indispensable, mais insuffisante (voir chapitre suivant),
dans toute étude statistique.

On considérera donc ici qu’on ne s’intéresse qu'i une variable X, appelée encore
caractére, dont on posséde n valeurs xy, X, . . ., X

"t

La synthése de ces données se fait sous forme de tableaux, de graphiques et de résu-
més numériques. C’est ce que [’on appelle couramment la « statistique descriptive » dout
I'usage a été considérablement facilité par I’informatique.

5.1 TABLEAUX STATISTIQUES

Leur présentation differe Iégérement selon la nature des variables.

5.1.1 Variables discrétes ou qualitatives

Pour chaque valeur ou modalité x; de la variable on note n; le nombre d’occurrences
(ou effectif) de x; dans I'échantillon,Zn; = n,et f; la fréquence correspondante f; = n;/n (on
utilise en fait le plus souvent le pourcentage 100f;.).

Le tableau statistique se présente en général sous la forme :

X; n; f;

= Exemple | : Le recensement général de la population francaise en 1999 donne la répar-
tition des 23 810 161 ménages, selon la variable X nombre de personnes du ménage.

Rappelons qu'un ménage est composé de toutes les personnes habitant normalement dans
un logement, quels que soient leurs liens de parenté. Les ménages sont donc ici les individus
ou unités statistiques.
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TABLEAU 5.1

Nombre de personnes Pourcentage

1 31.0

311

16.2

2
3
4 13.8
5 5.5

6 et plus 2.4

5.1.2 Variables continues ou assimilées

On regroupe les valeurs en k classes d’extrémités e, ey, -7, €, et ’on note pour chaque
i

classe [e; _,, e;] I'effectif n, et la fréquence f; ainsi que les fréquences cumulées F; = Y, f,

ou proportion des individus pour lesquels X < e;.

e tableau statistique se présente en général comme suit :

€i—j | Fi

C; F,’

j=1

Par convention, la borne supérieure d’une classe est toujours exclue de cette classe.

= Exemple 2 : Le magazine Capital a donné pour 100 villes francaises les valeurs du taux

de la taxe d'habitation.

TABLEAU 5.2

Ville Taux taxﬂ Zone Ville Taux toxe Zone
d’habitation | Géographiqoe d’habitation | Géographique

Aix-en-Provence 18.94 Sud-Est Aubervilliers 12.45 Tle-de-France

Ajaccio 22.06 Sud-Est Aulnay-sous-Bois 15.59 lle-de-France

Amiens 17.97 Nord Avignon 2241 Sud-Est

Angers 18.86 Ouest Beauvais 15.37 Nord

Annecy 14.97 Sud-Est Belfort 16.20 Est J

Antibes 14.30 Sud-Est Besancon 20.20 Est

Antony 11.07 Ile-de-France Béziers L 22,14 Sud-Ouest

Argenteuil 16.90 Ile-dc-ancU Blois 17.07 Centre T

Arles 24.49 Sud-Est Bordeaux 22.11 Sud-Oucst
tAsniéres-sur»Scine L 10.13 lle-de-France Boulogne-Billancourt 9.46 lle-de-France
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Ville Toux taxe B Zone Ville Taux taxe Zone 4‘
d’habitation | Géographique d’habitation | Géographique
Bourges 15.77 Centre Maisons-Alfort 10.30 lle-de-France
Brest 25.99 Ouest Marseille 21.93 Sud-Est
Brive-lua-Gaillarde 15.82 Centre Mérignac 19.39 {Sud~0ues[
16.12 Ouest Meltz. (6.62 l Est
Calais 23.36 Nord Montauban J 12.72 Ed-Oucsl
Cannes 19.72 Sud-Est Montpellier J 21.40 Sud-Ouest
Chalon-sur-Suone 17.30 Centre Montreui! 13.67 lle-de-France
Chambcry 18.71 Sud-Est Mulhouse 16.65 Est
LﬁhumpignylMume 15.09 Ile-de-France Nancy 18.21 Est
Charleville-Mézieres 17.30 Est Nanterre 6.13 lle-de-France
Chateauroux 17.37 Centre Nantes 21.13 Ouest j
Cholet [4.00 Ouest Neuilly-sur-Seine 3.68 lle-de-France
Clermont-Ferrand 15.85 Centre Nice 19.75 Sud-Est
Colmar 16.31 Est Nimes 30.23 Sud-Ouest .
gol()mbes 14.16 lle-de-France Niort 19.19 Centre
Courbevoie 4.864 Ile-de-France Noisy-le-Grand J 16.91 Jlle-dt}Frzmce
Créteil 1758:1 Ile-de-France Orléans j 20.05 Centre
Dijon i8.75 rCenlrc Paris r 9.15 lle-de-France
Drancy 10.42 [le-de-France Puu 21.3!1 Sud-Ouest
Dunkerque 28.69 Nord Perpignan 15.87 Sud-Ouest
Evreux 21.27 Ouest Pessac 20.71 Sud-Ouest
Fontenay-sous-Bois lll()J [le-de-France Poitiers 21.55 Centre
Grenoble 19.43 Sud-Est Quimper r 16.67 Pjuest
Ivry-sur-Seine 9.16 Ite-de-France Reims 14.98 Est
La Rochelle 18.75 Centre Rennes | 21.75 J Ouest
La Seyne-sur-Mer 25.98 Sud-Est Roubaix 27.97 Nord 4'
M] 19.48J Ouest Rouen 20.97 Ouest J
Le Havre 17.67 Ouest Rueil-Malmaison 14.93 lle-de-France l
Le Mans 17.54 Ouest Suint-Denis .17 Ile-de-France J
Lille 36.17 Nord Saint-Etienne 19.90 Sud-Est
Limoges 17.24 Centre St-Maur-des-Fossés 10.82 lle-de-France
Lorient 16.74 Ouest Saint-Nazaire 16.36 Ouest
Lyon | 1909 sudEs Suint-Quentin 2046 | Nord B
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Ville Taux taxe Zone Ville 1 Taux taxe Zoneﬁ
d’habitation | Géographique d’habitation | Géographique

Sarcelles 19.32 Ile-de-France Troyes 18.11 Est
Sartrouville 12.38 Ile-de-France Valence 1 16.25 Sud-Est
Strasbourg W 22.04 Est Venissieux 18.70 Sud-Est
Toulon 19.37 Sud-Est Versailles 8.95 lle-de-France
Toulouse 19.23 ] Sud-Ouest Villeneuve-d’ Asq 20.96 Nord
Tourcoing L 33.61 LNurd Villeurbanne 19.85 J Sud-Est
Tours ] 20.79 LCemre Vitry-sur-Seine 11.50 [le-de-France

On en déduit pour la variable taux de taxe d habitation, le tableau suivant obtenu aprés mise ..
en classes d’amplitudes égales a 5, qui permet déja de mieux comprendre le phénoméne : on
voit clairement une concentration des valeurs (84 %) dans I'intervalle [10 ; 25]. '

TasLEAU 5.3

Classe Limite Limite Point Effectif Fréquence Effectif Fréguence

infér. supér. central cumulé cumulée
1 0.0 5.0 2.5 2 0.0200 2 0.0200
2 5.0 10.0 7.5 6 0.0600 8 0.0800
3 10.0 15.0 12.5 17 0.1700 25 0.2500
4 15.0 20.0 17.5 47 0.4700 72 0.7200
5 20.0 25.0 22.5 20 0.2000 92 0.9200
6 25.0 30.0 27.5 5 0.0500 97 0.9700
7 30.0 35.0 32.5 2 0.0200 99 0.95900
8 35.0 40.0 37.5 1 0.0100 100 1.0000
Dans d’autres cas, on peut recourir a des classes d’amplitudes inégales. =

5.2 REPRESENTATIONS GRAPHIQUES

5.2.} Barres et camemberts

Pour des variables qualitatives & modalités non ordonnées, il existe une grande variété de
diagrammes. Les plus répandus sont :

— les diagrammes en barres (verticales ou horizontales) : les barres sont de longueurs
proportionnelles aux fréquences des catégories. leur épaisseur est sans importance.

— Les camemberts (en anglais pie-chart) : chaque catégorie est représentée par une
portion de superficie proportionnelle a sa fréquence.
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Camembert pour Zone Géographique

10.00% 13.00%
o B Centre
18.00% 10.00% . O Est
@ lle-de-France
Nord
O Ouest
B Sud-Est
14.00% 26.00% & Sud-Ouest
FIGURE 5.1

Diagramme en batons paur Zone Géographique

Centre
Est
lle-de-France

Sud-Ouest
0 5 10 15 20 25 30
Pourcentages

FIGURE 5.2

Pour des variables numériques discrétes, on utilisera de préférence un diagramme en
barres verticales comme celui-ci :

Nombre de personnes par ménage

Pourcentages
N
o

RN B B AL L N BRI

1 2 3 4 5 6 et plus

Ficure 5.3
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5.2.2 Histogrammes

Analogues & la courbe de densité d’une variable aléatoire, un histogramme est un graphique
i barres verticales accolées, obtenu aprés découpage en classes des observations d’une varia--
ble continue. La surface de chaque barre, encore appelée tuyau d’orgue, doit étre proportion-
nelle & la fréquence de la classe. Pour des classes d'égale amplitude, la hauteur de chaque barre
est proportionnelle a la fréquence.

Voici quelques histogrammes de la distribution des taux de taxe d’habitation : tous ont
pour propriété que la surface sous I’histogramme vaut 1. :

60 50
0 S0 n 40
D 40 )
I 30
g% 8
5 = 20
3 20 37
* 10 & 10

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Taux de taxe d'habitation Taux de taxe d’habitation

50 50
§40 2 40
]
£ 30 &30
8 5
g 20 g 20
a 5

1

0 % 10
0 bt ‘ _ .
0 10 20 30 40 0k :
Taux de taxe d'habitation 0 10 20 30 40

Taux de taxe d’habitation
FIGURE 5.3 bis

On constate qu’un trop grand nombre de classes « brouille » I’'information.

La détermination du nombre de classes d’un histogramme est délicate et on ne dispose pas
de régles absolues. Un trop faible nombre de classes fait perdre de I'information et aboutit &
gommer les différences pouvant exister entre des groupes de I’ensemble étudié. En revanche
un trop grand nombre de classes aboutit a des graphiques incohérents : certaines classes
deviennent vides ou presque, car n est fini.

On peut d’ailleurs critiquer le fait de représenter par une fonction en escalier la distribution
d’une variable continue : ’histogramme est une approximation assez pauvre d’une fonction de
densité et il serait plus logique de chercher une fonction plus réguliére.

La théorie de I’estimation de densité permet de proposer des solutions a ce probléme (voir
chapitre 13, paragraphe 13.9.3).

Une estimation de densité calculée pour {00 abscisses par la méthode du noyau (ici un
noyau cosinus avec une largeur de fenétre égale & 60 % de 1'étendue) fournit une information
plus claire, et la forme de la courbe suggére une distribution gaussienne.
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Taux de taxe d’habitation

FIGURE 5.4

- Nieux qu’un histogramme, une courbe de densité estimée permet des détecter des modes
. multiples, correspondant & des mélanges de distribution (données provenant de plusieurs
populations différentes).

5.2.3 Boite a moustaches ou box-plot

Ce diagramme, introduit par J.W. Tukey, est une représentation synthétique extrémement
efficace des principales caractéristiques d’une variable numérique. Il en existe plusieurs
variantes, mais celle décrite ci-dessous est la plus compléte.

La boite correspond 2 la partie centrale de la distribution : la moitié des valeurs comprises
entre le premier et le troisieme quartile Q, et Q (voir plus loin). Les moustaches s’étendent de
part et d’autre de la boite jusqu’aux valeurs suivantes : 4 gauche jusqu'a Q; — 1.5(Q; — Q)
si il existe des valeurs encore plus petites, sinon jusqu’a la valeur minimale ; & droite jusqu’ &
Q; + L.5(Q; — Qy) si il existe des valeurs au-dela, sinon jusqu’a la valeur maximale. Les
valeurs au-deld des moustaches repérées par des * sont des valeurs hors norme éventuellement
suspectes ou aberrantes mais pas nécessairement,

Ainsi le diagramme en boite & moustaches montre clairement 1'existence de points
atypiques pour le taux de taxe d habitation, ici 3 valeurs trés basses, et 4 valeurs tres élevées.
Il devient alors intéressant d'identifier les individus correspondants.

Boite & moustaches

LE 2 *x % %
I i

0 10 20 30 40
Taux de taxe d’habitation

FIGURE 5.5
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Un autre grand intérét de ces diagrammes est de pouvoir faire facilement des comparaj-
sons entre sous-groupes de données : il est plus simple de comparer des diagrammes en boite
que des histogrammes. La figure suivante permet de comparer les distributions du taux de
taxe d’habitation selon la région :

40 |-
30
20
10 F
ok
o @ @ o % @ B
s ¢ 3 § @ %
[} ] = a 5 3"
© U 7] 5
@ =
O v
o
FIGURE 5.6

5.2.4 Courbe de concentration

Applée également courbe de Lorenz, elle est utilisée principalement en statistique °
écononlique pour étudier les inégalités de répartition d'une grandeur positive cumulable
(revenu, chiffre d’affaire, .. .) (fig. 5.7).

GA

1

nj—

FiGURE 5.7

= Exemple : Soit une distribution de revenus X et soit M la masse totale des revenus. A
chaque valeur du revenu X, on associe un point de coordonnées F(x) en abscisse : proportion
des individus gagnant moins de x et G(x) en ordonnée ot G(x) représente la proportion de
M correspondante, c’est-a-dire le rapport :

Masse des revenus < x

Masse totale
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Ceite courbe est toujours en dessous de la premiére bissectrice car F(x) > G(x) pour une
- distribution non dégénérée : il suffit de remarquer que les individus qui gagnent moins de x,
qui sont donc en proportion F(x), ne peuvent gagner globalement autant que les 100F(x) %
suivants. e
La médiale .{{ est la valeur de la variable qui partage en deux la masse totale de la varia-

ble. On a donc :

Médiale > Médiane
5.2.4.1 Propriétés mathématiques

Supposons connue la distribution théorique de X de densité f(x). L’abscisse d’un point de
la courbe est :

Flx) = J finy dr

f " de f " de

Ex) J i 1 f(n) dt

Si X est une variable qui prend ses valeurs entre xp,, et x,,, la courbe de concentration est
donc définie en coordonnées parametriques :

L’ordonnée correspondante est :

‘Vl

; dF
F= J fydr T = f(v)
e X

1] d ]
q= —f 1 (1) dr —q = —xf(x)
ml, dx m

Lrun

Ona: i S Sl

d
On remarque que d_;" =lsix=m

La courbe posséde alors une tangente parallele a la premiére bissectrice.

. , Nmin Y .
Aux extrémités du carré les pentes des tangentes sont —et—= respectivement.
m m

Si X varie de 0 & == en particulier, les pentes sont 0 et = (tangente horizontale au départ,
verticale a 1'arrivée).

5.2.4.2 Indice de concentration ou indice de Gini

Plus la distribution de X est inégalement répartie, plus la courbe s’éloigne de la premiére
bissectrice (distribution ultra concentrée : cas ol les 9/10 des individus représentent moins
de 1/10 de la masse et ol le 1/10 restant concentre la quasi-totalité de la variable).
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Un indice de concentration proposé par Gini est le double de la surface comprise entre 1;1
courbe et la bissectrice (fig. 5.8).

C B8
E 3
é

O@I : A
FIGURE 5.8

» Indice de Gini théorique B L

En prenant la courbe symétrique par rapport a la diagonale, on a :

G = aire OEBA — aire ODBA ;

| [
G=Jqu—Jqu;
0 0

en multipliant par m les deux membres :

+ o
mG = f Fx)xf(x)ydx — m f g(x)f(x) dx

—x -

+= X +x x
mG = f -\‘[ S d;v]f(-\‘) dx —I [ f ¥y d)’}f(x) dx

+x [x
mG = J' j (x — »)f(x)f(y)dxdy
+= { +x
Comme j J’ (x — »f)f(y)dydy = 0, il vient :
1 += [x
mG = = f ) j *(x = Wf)f(yydedy
1=
*3 f (v = DA drdy

Soit : mG = —f j |x — y|f()f(3) dxdy = —A1
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A s'appelle la différence moyenne, d’oi :

+ |ndice de Gini d’'un échantillon

Si toutes les valeurs x; de la distribution sont distinctes, la différence moyenne empirique vaut :

A= Egl\

Il(ll - 1)

2 n "
2 % |n-ul

nn — 1) 5y ;25

S 3

i=1 j=i+l
nn — )X

d'oll : G=

5.3 RESUMES NUMERIQUES

II est indispensable en général de résumer une série d’observations par des indicateurs
typiques dont le plus connu est la moyenne arithmétique. /I est cependant toujours insuf-
fisant de résumer une série par un seul indicateur.

Voici une liste typique de résumés numériques pour la variable taux de taxe
d’habitation

TABLEAU 5.4
Effectif = 100
Moyenne = 17.7707
Médiane = 17.625
Variance = 30.2707
Ecart-type = 5.5019
Minimum = 3.68
Maximum = 36.17
Etendue = 32.49
1®" guartile = 15.035
3% quartile = 20.585
Intervalle inter-quartiles = 5.55
Asymétrie = 0.368299
Aplatissement = 4.46798
Coef. de variation = 31.1164 %
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5.3.1 Caractéristiques de tendance centrale

11 s’agit en quelque sorte de définir une valeur ¢ autour de laquelle se répartissent les
observations (fig. 5.9).

Les plus uvsitées sont la médiane, la moyenne arithmétique et le mode.

c

X1 XE Xn

—0— @ — S 0—8 >
FIGURE 5.9

5.3.1.1 La médiane

C’est la valeur M telle que F(M) = 0.50. Si les observations sont rangées par ordre crois-
sant M = x, . ;,» pour » impair. Si n est pair on prendra conventionnellement :

Ry + X241
2

M:

Lorsque 1'on ne connait qu’une répartition en classes (situation a éviter mais que 1’on ren-
contre si I’on travaille sur des documents résultant d’un traitement préalable) on cherche la
classe médiane [¢; - |, ¢} telle que :

Fle;_) <05 et F(e) > 05

et on détermine M par interpolation linéaire :

0.5 - F‘-..[
Ji

L’ interpolation linéaire revient & supposer une distribution uniforme a l'intérieur de la
classe médiane.

M=¢_,+aq

La médiane est un indicateur de position insensible aux variations des valeurs extrémes
(elle ne dépend en fait que des valeurs centrales de 1’échantillon étudi€) mais n’a que peu de
propriéiés algébriques.

5.3.1.2 La moyenne arithmétique

_ 1 n _ n R
I==->y ou ¥= Y pix; pour des données pondérées
iy i=1
k
Pour des données réparties en & classes la formule E fic; avecc; =
i=1 <

approximation de la moyenne ¥ mais cette situation doit étre évitée.

€i—|

e.
- donne une

La moyenne arithmétique est fonction de toutes les observations mais est sensible aux
valeurs extrémes : c’est un indicateur peu « robuste » bien qu’universellement utilisé.
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5.3.1.3 Le mode

Valeur la plus fréquente pour une distribution discréte ; classe correspondant au pic de
|'histogramme pour une variable continue. Sa détermination est malaisée et dépend du
découpage en classes.

Pour une répartition parfaitement symétrique on a :

Moyenne = mode = médiane

5.3.2 Caractéristiques de dispersion

Plus encore que ia tendance centrale, la dispersion est la notion clé en statistique car si
tous les individus avaient la méme valeur il n'y aurait plus de raisonnement statistique. . .

5.3.2.1 L’étendue ou intervalle de variation

w= X

Xmax ™ min

Dépendante des valeurs extrémes c’est un indicateur instable.

5.3.2.2  L’intervalle interquartile

Les quartiles Q,, 0-, Oy étant définis par F(Q,) = 0.25 F(Q.) = 0.50 et F(Q,) = 0.75,
|@y — O] est un indicateur parfois utilisé pour mesurer la dispersion : il est plus robuste que
I'étendue.

5.3.2.3 La variance et ’écart-type

Ce sont les deux mesures les plus fréquemment utilisées.

La variance s° est définie par :

1 n
5t = ; z(x,- - %7 ou Epi(xi - X

i=
L'écart-type 5 s’exprime dans ]a méme unité que la variable étudiée.
Le coefficient de variation exprime en pourcentage le rapport é Il n’a de sens que si
T> 0. !
On a les formules suivantes :

!

2 - Yx} — (¥)* = (moyenne des carrés) moins (carré de la moyenne) ;

N

1 _ .
§* ==Y (x; — a)’ — (X — a)? théoréme de Konig-Huyghens.
n
Ces deux formules ne présentent d'intérét que pour des calculs 4 la main sur des petites
séries et doivent étre prohibées pour des calculs automatiques sur des grandes séries, les som-
mes de carrés pouvant conduire A des dépassements de capacité ou i des pertes de précision.



122 5mmDescription unidimensionnelle de données numériques

L’algorithme suivant permet de calculer la somme des carrés des écarts SC 4 la moyenne poyr
n valeurs par ajustement progressif : chaque nouvelle valeur x; introduite entraine une modifica-
tion simple et positive de la somme des carrés calculée pour les j — 1 valeurs déja introduites .

SC=0
T:.\fl

pourj=23,..., nfaire:

1
SC =8C+———(jx; — T)?
G-

d’otquand j =n,¥ = T/nets* = SC/n.

5.3.3 Cohérence entre tendance centrale et dispersion

x; et minimiser une fonction du type — Ed(c ;x;) ol d est un écart. D = Ed(c x;) définit -
=) :
alors une mesure de dispersion des observations autour de c.

Le choix d’une certaine forme analytique pour  entraine alors I'usage simultané d’une -
mesure de tendance centrale et d’'une mesure de dispersion cohérentes :

- sidc;x)=(c—x)onac=XetD=gs";
~ sid(c;x) = |c — x]|ontrouve ¢ = M, c’est-a-dire la médiane et D = —EI.\ - M|.
Le couple (X, 5?) est donc cohérent avec I'usage de distances euclidiennes.

Géométriquement si I'ensemble des observations de X est considéré comme un vecteur
de R":

F‘-
Xy

X1

X,

chercher une valeur centrale ¢ revient i chercher une variable constante ¢’est-a-dire un vecteur :
E

l
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Je plus proche possible de x au sens d’une certaine topologie.

En munissant R" de la métrique euclidienne usuelle, X est la mesure de la projection de x
qur A (fig. 5.10).

AN

X3

X3

FIGURE 5.10

5.3.4 Caractéristiques de forme

Elles sont utiles notamment pour vérifier rapidement le caractére normal d’une distribu-
tion (on sait que le coefticient d’aplatissement théorique de la loi normale est 3) :

- coefficient d’asymétrie : y, = my/s? ;
— coefficient d’aplatissement : y; = m /s ;

\ I _ l _
olt my = ;2(.\*,~ —Xletmy = ;E(x,- -3

Les notations ne sont pas universelles et y, est parfois noté Vb,, ¥, noté b,. Certains
auteurs utilisent y, — 3.



Description
bidimensionnelle

et mesures de liaison
entre variables

Apres les descriptions unidimensionnelles on étudie généralement les liaisons entre les
variables observées : c’est ce que I’on appelle communément 1’étude des corrélations.
Les méthodes et les indices de dépendance varient selon la nature (qualitative, ordinale,
numérique) des variables étudiées.

6.1 LIAISON ENTRE DEUX VARIABLES NUMERIQUES

Supposons que ’on observe pour 1 individus deux variables X et Y. On a donc i couples
(x; ; y;) ou encore deux vecteurs x et y de R” avec :

i_x n_ _.Vn_

6.1.1 Etude graphique de la corrélation

Afin d’examiner s’i] existe une liaison entre X et Y on représente chaque observation
i comme un point de coordonnées (x; v, dans un repere cariésien. La forme du nuage
de points ainsi tracé est fondamentale pour la suite : ainsi la figure 6.1 montre :

a) une absence de liaison ;

b) une absence de liaison en moyenne mais pas en dispersion ;

c) une corrélation linéaire positive ;

d) une corrélation non linéaire,
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X <

(a) (b} (c) (d)

FIGURE 6.1

_ On dit qu’il y a corrélation si il y a dépendance en moyenne : 4 X = x fixé la moyenne
Y est fonction de x. Si cette liaison est approximativement linéaire on se trouve dans le cas
de la corrélation linéaire.

Rappelons que la non corrélation n’est pas nécessairement I'indépendance.

6.1.2 Le coefficient de corrélation linéaire

Ce coefficient dit de « Bravais-Pearson » mesure exclusivement le caractére plus ou moins
linéaire du nuage de points.

6.1.2.1  Définition

1 n
= ;= By — F)
ni=y

8,8

v

ol s, et s, sont les écarts-types de .vet y :

) 1 = s ) 1T & .
st = ; 2(,\-,- - X)" Sy = ; 2()’; -y

i=1 i=1
n
Le numérateur — E(x,- — X)(y; — ¥) est la covariance observée.
i=1
De méme que pour p (voir chapitre 3) dont il est la version empirique : —1 =r=<1
et|r| = 1 estéquivalent a I’existence d’une relation linéaire exacte : ax; + by; + ¢ = 0 Vi,

. FIEES "
Si I’on consideére dans I'espace R les deux vecteurs :

-3 [T
X3~ X -3
et
|_'\‘u - '—f_ _.Vn - 5;_
r est le cosinus de I'angle formé par ces deux vecteurs comme un calcul élémentaire le -
montre, d’oll ses propriétés.
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6 1.2.2 Du bon usage du coefficient r

r ne mesure que le caractére linéaire d’une liaison et son usage doit étre réservé a des
nuages ol les points sont répartis de part et d’autre d’une tendance linéaire (fig. 6.1¢c du
; (=
 paragraphe précédent).

Par contre, la figure 6.2¢) montre les risques d’un usage inconsidéré du coefficient de
corrélation linéaire r. On notera en particulier que r est trés sensible aux individus extrémes
“ et n’est donc pas « robuste ».

® rA=0.882
A ee’ 15 =0.951 8,
oo r=0778
..‘ »
) » e
e . a=0
e ® & e o m r=0.862
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, B - e
. . . r=0
p-*.t ': :'
C . ,=09813
B e, rg=0.956
. s =0.899 y=Vx
': .’ Ib=0.915 081
A e r=0.626 r=0.

FIGURE 6.2

Les 4 nuages de Ia figure 6.3 ont mémes moyennes, mémes variances et méme coefficient
de corrélation :

=9 =15
=100 =375
r =082

Seul le premier nuage justifie I'usage de r.

———— e

lmmCailliez et Pagés, 1976,
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10L ®

FIGURE 6.3

Notons pour finir que la corrélation n’est pas transitive : X trés corrélé avec y, y trés
corrélé avec z, n’implique nullement que x soit corrélé avec z.

6.1.2.3 Matrice de corrélation entre p variables

Lorsque !’on observe les valeurs numériques de p variables sur 72 individus on se trouve
en présence d’un tableau X & n lignes et p colonnes :

o —

»
I
~
-

&

x/ est la valeur prise par la variable n® j sur le /™ individu. ‘
Le tableau des données centrées Y s’obtient en utilisant 1'opérateur de centrage

A=1-—.

n
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= Y =AX.

A est la matrice 1 X n de terme général :
y 1 L
L=1-— a; = —— s i#]
i n v n J

La matrice des variances et covariances des p variables :

2
DRI S|[,
SZ
2 LY lt:p
V =

<2
A[,

1 n
N — 4 <k
ou S = ; B i W ¥

1
esttelle que V = - Y'Y.
1

La matrice regroupant tous les coefficients de corrélation linéaire entre les p variables
prises deux & deux est notée R :

1 s e l'|p
|
R =
I'py 1
En posant :
/s ce- 0
Dy = . 1/s,
0 /s

OnaR =D, VD,,.
R est identique 2 la matrice de variance-covariance des données centrées et réduites.
R résume la structure des dépendances linéaires entre les p variables.

Comme V, R est une matrice symétrique positive.
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m Exemple : Les résultats suivants concernent 6 variables du tableau de données figurapt
au chapitre 17 et donnant pour {8 véhicules des caractéristiques techniques.

La matrice V est calculée avec n — 1 en dénominateur :

Matrice de variance et covariance V

CYL PUIS LON LAR POIDS VITESSE
CYL 139823.5294 6069.7451 5798.7059 1251.2941 £40404.2941 3018.56g¢
PUIS 6069.7451 415.,1928 288.9118 56.3922 2135.6961 208.8791
LON 5798.705% 288.8118 488.7353 99,7647 2628.3824 127.7353
LAR 1251.2941 56.3922 99.7647 28.2353 521.7059 30.509%
POIDS 40404.2941 2135.6961 2628.3824 521.7059 18757.4412 794.1078
VITESSE 3018.5686 208.B791 127.7353 30.5098 794.1078 147 .388¢g
La matrice R est la suivante :
Matrice de corrélation R (Bravais-Pearson)
CYL PUIS LON LAR POIDS VITESSE
CVvL 1.00000 0.79663  0.70146 0.62976  0.78895 0.66493"
BUIS 0.79663 1.00000 0.64136 0.52083 0.76529 0.84438 %
LON 0.70146 0.64136 1.00000 0.84927 0.86808 0.47593:
LAR 0.62976 0.52083 0.84927 1.00000 0.71687 0.47295 °
POIDS 0.78895 0.76529 0.86809 0.71687 1.00000 0.47760 |
VITESSE 0.66493 0.84438 0.47593 0.47295 0.47760 1.00000‘
On constate que toutes les variables sont corrélées positivement, avec certains coefficients:
trés élevés : il existe donc une forte redondance entre les variables, ce qui conduit & un:
phénoméne dit de multicolinéarité (voir chapitre 17).
La figure suivante, appelée matrice de dispersion, est trés utile : elle permet en un seul:

graphique de juger des liaisons entre toutes les variables. =

vitesse
nl..

FIGURE 6.4 Matrice de dispersion
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5.1.3 Caractére significatif d’un coefficient de corrélation

En admettant que 1'on se trouve dans le cas oll I'usage de r est justifié, a partir de quelle
valeur la liaison est-elle significative ?

En anticipant sur la théorie des tests on raisonne comme suit : si les 7 observations avaient
été prélevées au hasard dans une population ot X et ¥ sont indépendantes (donc olt p = 0)
quelle seraient les valeurs possibles de r ou plus exactement la distribution de probabilité de
~ Ia variable R qui correspond & cet échantillonnage ?

* Lorsque p = 0 et que les observations proviennent d’un couple gaussien la distribution de
- R est relativement facile & obtenir.

R . .
On montre que : ————\n — 2 suitune loi 7, _,

\1 - R?

- Par changement de variable on en déduit alors directement la densité de Rsip = 0:

1
fiy = (l n-— 2)
B! -:

( 1 — ].2)(11 —4/3

2" 2

Pour n = 4, on remarquera que R suit une loi uniforme sur [—1, 1] et donc que toutes les
valeurs possibles sont équiprobables.

Ona: ERy=0 et V(R) =

n—1

Pour n > 100, la loi de R est approximée de trés prés par une loi de Laplace-Gauss :

1
LG(O R ————)
Vi~ 1
Sinon la loi de R est tabulée, Table A.9.
Ainsi au risque 5 % on déclarera qu’une liaison est significative sur un échantillon de
30 observations si | r| > 0.36.

On remarquera que le seuil de signification décroit quand » croit ; le fait de trouver
que r differe significativement de O ne garantit nullement que la liaison soit forte (voir
chapitre 16).

Lorsque p est différent de zéro la loi exacte de R bien que connue est trés difficilement
exploitable on notera cependant que :

el —pY)
2n

(1 —p%»*
n—1

E(R) = p R est biaisé pour p

V(R) =
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La figure 6.5 donne les distributions d’échantillonnage de r pour différentes valeurs de p,
avec 1 = 10. On ne peut pas faire directement une approximation normale. On utlhsera
plutdt le résultat suivant conduisant 2 une approximation correcte dés que 11 > 25,

= 3
|
l
1
(
i
|
:" 2 p=0.8
{
I
: p=0.5
1
p=0 1
|
(
I
|
}
1
}
-1 -0.5 0] 0.5 1
FIGURE 6.5

1. (1+R l+p 1
Z=—ln( ) LG( ;—)
2 \T=R) T Vo3

Z est la transformée de Fisher de R (table A.10). On notera que V(Z) est indépendant de p.
Cette transformation permet de tester des valeurs a priori pour p et de trouver des interval-
les de confiance pour p i partir de R. On peut également utiliser I’abaque fourni en annexe
(table A1.9 bis).
Lorsque le couple (X, Y) n’est pas gaussien les résultats précédents restent utilisables *
a condition que n soit grand (en pratique n > 30), mais le fait de trouver que r n’est pas
significativement différent de () n’entraine pas nécessairement |’indépendance.

6.1.4 Corrélation partielie

Il arrive fréquemment que la dépendance apparente entre deux variables soit due en réalité
aux variations d’une troisiéme variable. La littérature statistique abonde en exemple de fausses
corrélations surprenantes entre phénoménes variés qui disparaissent lorsque 1’on fixe urne troi-
siéme variable (souvent non aléatoire comme le temps) ainsi de la corrélation entre le nombre
de maladies mentales déclarées chaque année et le nombre de postes de radio installés.

Les coefficients de corrélation partielle constituent un moyen d’éliminer I'influence d’une
ou plusieurs variables.

Ces coefficients peuvent étre introduits de diverses facons en particulier dans le cadre de

fa régression multiple (chapitre 17). Nous en donnerons ici deux présentations, 1'une issue .
du modele gaussien, I’autre géométrique. ‘
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6.1.4.1 Le modéle normal a p dimensions

Soit un vecteur aléatoire (X;. X, .. - X)) suivant une loi N, (p, 2). En appliquant les résul-
tats du chapitre 4, paragraphe 4.2.4, on sait que la loi du couple X, X, conditionnée par
XXy X, est une loi normale & deux dimensions. On obtient alors le coefficient de corré-
Jation partiel (ou conditionnel) pj,.34 .. ,» & partir de la matrice des covariances partielles.

Un calcul simple montre qu’en particulier pour p = 3 :

p~"1-“: - p.n.\".p.\':,r}
V= p2 (0 — L)

Prv.n =

Cette formule se généralise et permet de calculer de proche en proche les divers coeffi-
cients de corrélation partielle :

p.r1 Xye Xy Ky ptl'[ XyeXyXy Xttt

~ Pour obtenir p, ., il suffit de remplacer dans la formule précédente les corrélations
simples par les corrélations partielles :

p.(,.rl..r} - p,r, Xyexy p,r:,r.‘-,(‘;
VO = plo (= Pl

On définit alors formellement le coefficient de corrélation linéaire partielle empirique en
remplacant p par r.

px, Xye XXy

"6.1.4.2 Corrélation entre résidus

Ayant défini r, . ., par les formules précédentes, il est facile de vérifier que ce coefficient
mesure la corrélation entre le résidu de I'ajustement linéaire de X, sur x; et celui de I"ajuste-
ment de X, Sur Xj.

Interprétation géométrique dans R" : Nous supposerons X,, X». X; centrées.
¥, est la projection de X, sur x;.

X est la projection de x; sur le plan x,, X5 (fig. 6.6).

X3

FIGURE 6.6

On a alors cos® = r, . et cosg = r, .. ¢ estlaprojection de I’angle entre X, et X, sur un
plan perpendiculaire 4 x;.
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On peut vérifier ainsi que r, .., est le coefficient de corrélation linéaire entre la partie dg
x, non expliquée linéairement par x; et la partie de X, non expliquée linéairement pa: X3 On
voit que si X, est trés voisin de x, la corrélation partielle est voisine de O car x, n’ dpporte _
presque pas d’information supplémentaire sur X une fois x; connu.

6.1.4.3  Signification d’un coefficient de corrélation partielle

Dans le cas gaussien, on démontre que la loi du coefficient de corrélation partielle est [a”
méme que celle d’un coefficient de corrélation simple mais avec un degré de liberté diminug.
de d, nombre de variables fixées. :

r . . . S ‘

Donc ——1Vn — d — 2 suitun T, _, _», ce qui permet de tester le caractére significatif;

1 —r?
d’une liaison partielle.

ma Exemple : (voir les données complétes au chapitre 17 « Régression multiple ») Sur'_'
I’échantillon de 18 automobiles, la matrice de corrélation entre prix, vitesse et puissance est :

Prix Vitesse Puissance

Prix 1 0.58176 0.79870
Vitesse 0.58176 1 0.84438
Puissance [ 0.79870 0.84438 1

Au seuil 5 % toutes ces corrélations sont significatives (valeur critique 0.468). _
Cependant, le coefficient de corrélation entre le prix et la vitesse sachant la puissance vaut :
0.58176 — 0.79870 X 0.84438 "

V(1 — (0.79870)) (1 — (0.84438))

= —0.28739

La liaison a changé de signe mais elle n’est plus significative (valeur critique & 5 % -
0.482). =

6.2 CORR'ELATION MULTIPLE ENTRE UNE VARIABLE
NUMERIQUE ET p AUTRES VARIABLES NUMERIQUES

6.2.1 Définition

Soit une variable numérique y et un ensemble de p variables ézalement numériques;
X x4 .. X" ;

Le coefficient de corrélation multiple R est alors la valeur maximale prise par le coefﬁ»
cient de corrélation linéaire entre y et une combinaison linéaire des x/

R = ( E[I\J>

On a donc toujours 0 = R < 1.
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- R = | si il existe une combinaison linéaire des x/ telle que :

b
y=ay+ X a;x

Jj=1

- 6.2.2 [Interprétation géométrique

binaison linéaire des X' centrées.

les combinaisons linéaires des x’ et la constante 1.

135

Rappelons que le coefficient de corrélation est le cosinus de I'angle formé dans R par des
variables centrées. R est donc le cosinus du plus petit angle formé par y (centrée) et une com-

Considérons le sous-espace W de R" (de dimension au plus égale & p + 1) engendré par

R est alors le cosinus de 1angle 8 formé par la variable centrée y — ¥ et W, c’est-d-dire

: I'angle formé par y — ¥ et sa projection orthogonale y* — y sur W (fig. 6.7).

FIGURE 6.7

6.2.3 CalculdeR

Soit A la matrice de projection orthogonale sur W, alors :

2

Y-V AY-¥) _ 5

RZ = - 113 B
ly = ¥IF Sy
En particulier si y est centré :
A
R?. = _yl_y
yy

En effet ||Ay|? = cos®8|y||?> et ||Ay|> = y'A’Ay = y'Ay car A est un

orthogonal (A = A’ et A* = A).

projecteur
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Si X désigne la matrice dont les colonnes sont les p variables x', X* .. ., X" centrées et
g s
y est centrée :

_yXX'X) X'y

R? -
Yy

oil (X'X)~ est une inverse généralisée quelconque de (X'X).

On peut démontrer alors la formule reliant corrélation multiple et corrélations pm‘tielIes,_ﬁ
des divers ordres : .-

1 - RE..\]....\',, = (1 - ’\ztl)(l - ’._\Ell':.,rl)([ - r;_',n-.r‘.r})---(l - 7._\2‘,\",.,\—,1':.,.,\'

p e

)

6.2.4 Signification d'un coefficient de corrélation multiple

Si les nn observations étaient issues d’une population gaussienne ot1 Y est indépendante des *
X/ alors on démontre que (voir chapitre 17) : '

R n—p-—1
1 -R? p

=F(pn—p-—1)

On retrouve comme cas particulier la loi du coefficient de corrélation linéaire simple en
faisant p = .

6.3 LIAISON ENTRE VARIABLES ORDINALES :
LA CORRELATION DES RANGS

Il arrive souvent de ne disposer que d'un ordre sur un ensemble d’individus et non de
valeurs numériques d’une variable mesurable : soit parce qu’on ne dispose que de données
du type classement (ordre de préférence, classement A, B, C, D, E), ou bien parce que
les valeurs numériques d'une variable n’ont que peu de sens et n’importent que par leur
ordre (notes d’une copie de francais : avoir 12 ne signifie pas valoir deux fois plus que celui
qui a 6).

A chaque individu de | a i on associe son rang selon une variable (un rang varie de 1 i n).
Etudier la liaison entre deux variables revient donc & comparer les classements issus de ces
deux variables :

Objet : 1 2 n
Rangn®1: I r,
Rangn®2: S| 8§ Sn

Les r; et s; sont des permutations différentes des n premiers entiers.



gmmDescription bidimensionnelle et mesures de liaison entre variables 137

6.3.1 Le coefficient de Spearman

Le psychologue Charles Spearman a proposé en 1904 de calculer le coefficient de cortéla-
* tion sur les rangs :

cav(r, §)
rg=—

D
Le fait que les rangs soient des permutations de [1 ... n] simplifie les calculs et I'on a en
I’absence d’ex aequo :
o —_n+1 1)-2.)_”2_1
r=35= > s7(r) = s(s 5
l E n+1
" i 2
d’oir : r, = -
n—1
12

Si’on pose d; = r; — s; différence des rangs d’un méme objet selon les deux classements,
ona:

1 I T
27',- § = = E(rf -5+ EIE!‘; + Ezs;

\ . + D2n + 1
mais : Zr,f = Es; = ;____z(n )6( . )

somme des carrés des nombres entiers, d’oil :

o) 2
62(1,3 (n + ])é_n + 1) _ (n + 1)

2 + a
nn= — 1) n-—1

12

r.= —

Le deuxiéme terme vaul | apres calcul et on a la formule pratique :

62.d;
,.\' p—t — —’,’.._——
’ nn-—1)

La définition de r, comme coefficient de corrélation linéaire sur des rangs nous indique
que :

~

. 1 = les deux classements sont identiques ;

il

. = ~—1 = les deux classements sont inverses 1’un de I’autre ;

~
Il

. 0 = les deux classements sont indépendants.
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Pour savoir si la valeur trouvée de r, est significative, on se reportera i la table du coeffi-
cient de corrélation de Spearman fournie en annexe!?

La région critique sera |R| > k:

— siR, >k :ilyaconcordance des classements ;

— siR, < —k:ily adiscordance des classements.

Lorsque les observations proviennent d’un couple normal (X, Y) de corrélation p et que
I’on calcule r, A la place de r on montre que si n est trés grand on a les relations approchées -

suivantes :
6 . (AT
r. = — Arc sin (E) ou p = 2 sin (.. r_\)
T 2 6

6.3.2 Le coefficient de corrélation des rangs T de M. G. Kendall

6.3.2.1 Aspect théorique

Afin de savoir si deux variables aléatoires X et Y varient dans le méme sens ou en sens
contraire on peut considérer le signe du produit (X, — X,)}(Y, — ¥5) ot (X, ¥}) (X5, V) sont
deux réalisations indépendantes du couple (X, Y).

Si P((X, — X»)(Y; — Y>) > 0) > 1/2 il y a plus de chances d’observer une variation dans
le méme sens que dans le sens inverse.

On définit alors le coefficient théorique 7 par :
T = 2P((X| - X:)(Yl - Y’_j) > O) - 1

Ce coefficient est donc compris entre —1 et +1 et s’annule lorsque X et Y sont indépen-
dantes (mais pas seulement dans ce cas . . .).

Si (X, Y) est un couple gaussien de coefficient de corrélation p on montre que :
2 .
T=—Arcsinp
T
On remarquera que 7 = p. 7 = p n’est vrai que pour p = Oet p = *1,
Notons enfin que :
T=PX; = XYY - Y) >0) — P(X; — XY, — ¥) <0)=p.— py

olt p,. et p, sont respectivement les probabilités de concordance et de discordance.
6.3.2.2  Calcul sur un échantillon

En s’inspirant des considérations précédentes :

On considere tous les couples d’individus. On note 1 si deux individus / et j sont dans le
méme ordre pour les deux variables : x; < x;ety; <y;

2em Celte table est obtenue en utilisant le fait que dans le cas d'indépendance, les n! permutations d'un classement
sont équiprobables.
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On note —1 si les deux classements discordent .v; < x; et y; > ;.

nn—1 - .
On somme les valeurs obtenues pour les ———— couples distincts, soit S cette sommie ;

ona:

nin — 1)
Sm:lx = ~Simin = T

Le coefficient T est alors défini par :

285
T nn—1)

On constate que :

7= 1 classements identiques ;

7 = —1 classements inversés.

Pour savoir si la valeur constatée est significative on se réfere a la situation théorique
d’indépendance dans la population.

On peut alors aobtenir la distribution de 7 par des arguments combinatoires mais celle-ci
peut étre approchée par une loi de Laplace-Gauss :

i ﬂ2(2n + 3)
' LG(O " NOon(n — l))

L’ approximation est trés bonne dés que n = 8, ce qui est un avantage pratique sur le coef-
ficient de Spearman, si I’on ne dispose pas de tables de ce dernier.

Méthode de calcul rapide : on ordonne les x; de | & n ; on compte pour chaque x; le nom-
bre de y; > y; parmi ceux pour lesquels j > i. On somme ; soit R cette somme :

_ nn — 1)
—

S=2R

4R 1
T nn —1)

= Exemple : 10 échantillons de cidre ont été classés par ordre de préférence par deux
gastronomes :

(S8
%)
s
("]}

6 7 8 9 10

W
=
[

6 59 8 10 7

iy 62,4
Le coefficient de Spearman: r, =1 - —F—— vaut r, = 0.84

nin* — 1)
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Le coefficient de Kendall s’obtient par :

R=7+8+6+6+4+4+1+1=37
S=74—45=129

d’ob T = 0.64.

Les valeurs critiques de r, et de 7 au seuil 5 % bilatéral sont :

[ 50
- =+ = + - =+
= E06 et 7= 2196\ g = £049

Les deux valeurs de 7 et de r; laissent donc apparaitre une liaison significative entre les
deux classements. A

A part le cas ot les variables sont ordinales, les coefficients de corrélation des rangs sont
trés utiles pour tester l’indépendance de deux variables non normales lorsque I'échantitlon -
est petit : on sait en effet qu'on ne peut appliquer alors le test du coefficient de corrélation

linéaire. Les tests de corrélation des rangs sont alors les seuls applicables, car ils ne dépen-
dent pas de la distribution sous-jacente.

IIs sont robustes car insensibles a des valeurs aberrantes.

Les coefficients de corrélation de rangs sont en fait des coefficients de dépendance
monotone car ils sont invariants pour toute transformation monotone croissante des variables.

Les coefficients de corrélation de rang permettent de tester I’existence d’une relation mono-

tone entre deux variables. Ainsi le nuage de points suivant oit y = In(x) donne un coefficient de
corrélation linéaire r = 0.85 mais des coefficients de Spearman et de Kendall égaux a 1.

5 [
3 °
4F .
af o
y r
2F -.’
: L]
1E
0ke . . . . .
0 20 40 60 80 100
X
FIGURE 6.8

Lorsque les coefficients de corrélation de rang sont netternent supérieurs au coefficient de
corrélation linéaire, des transformations monotones non linéaires sur certaines variables peu-
vent se révéler utiles.
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6.3.3 Coefficients de Daniels et de Guttman

Les trois coefficients de corrélation (Pearson, Spearman, Kendall) peuvent étre présentés
comme 3 cas particuliers d’une méme formule, dite formule de Daniels.

On considere pour toute paire d’individus /, j deux indices gy et b; le premier associé a la
variable X, le deuxiéme associé i la variable Y (par exemple a; = x; — x;) et on définit le
coefficient suivant :

by
;.«Eﬂ fjbij

VESa)ESh))

qui varie entre — [ et +1 d’aprés I'inégalité de Schwarz.

En prenant a; = x; — X; et b; =y, — y; on trouve le coefficient r de Bravais-Pearson
(E(x; — x;)* = 2n*s; par un calcul évident).

En prenant a; = r; ~ rj et by = 5; — 5,00 les r et les s sont les rangs de classement selon
X et Y on obtient le coefficient de Spearman.

En prenant :

i

.\,' - xJ‘

ll

. .\‘,» - X
ay = signe de (x; — x;) = —

b

i

i signe de (y; — )

on obtient le coefficient T de Kendall.

Mentionnons enfin le coefficient de monotonicité de Guttman :

_ 20— ) — )
E'-\'i - ~"j“)’i =Y

il

qui ne rentre pas dans la catégorie des coefficients de Daniels mais qui posséde des proprié-
tés intéressantes.

6.3.4 Le coefficient W de Kendall de concordance
de p classements

Soient n individus (ou objets) été classés selon p critéres (tableau 6.1) :

TasLEaU 6.1

Objets
IS g n
Criteres
1 ry | Iy Tt
2 Fya| Fas '
14 rlp ’-21) rup
Total ry. | o, T | 1,
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Chaque ligne du tableau est une permutation des entiers de 1 & n. La somme des termeg |
\ . . n(n + 1) wn + 1)
d’une ligne éiant ——onar, =p—/;—.
Si les p classements étaient identiques (concordance parfaite) les totaux de colonneg
Fis Fay - . . £, Seraient égaux, d une permutation pres, a p, 2p, 3p, .. .. np ; en effet, tous les
termes d’une méme colonne seraient identiques.

Pour étudier la concordance entre ces classements on utilise la statistique :

n r. 2
§= i?.{](,i. - 7)

qui mesure la dispersion des totaux de colonnes par rapport & leur moyenne. On vérifie sans -
peine que S est maximal s’il y a concordance parfaite et que :

2(p3 —
Smﬂx = L o i .
12

Le coefficient de concordance de Kendall est :

12§

W= —22
pr( —n)

Onadonc0=W=1.

Le cas limite W = 0 s’obtient si tous les totaux de colonnes sont identiques, une faible
valeur de W indiquant I’indépendance entre les classements. On niotera que la discordance
parfaite entre p classements ne peut exister : il ne peut y avoir discordance parfaite entre plus
de deux classements.

Le coefficient W est relié aux coefficients de corrélation des rangs de Spearman entre les
classements pris deux 2 deux par la formule suivante :

_pW—1
p—1

3

ol 7, est la moyenne arithmétique des C; coefficients de corrélation de Spearman entre
classements.

Test de ’hypothése H, d’indépendance mutuelle des p classements :

Pour les faibles valeurs de p et », la distribution de W a pu étre calculée sous "hypothése
H, en considérant les (n!)” permutations équiprobables des p lignes du tableau.

On rejette Hy, si W est trop grand et on se reporte a la table fournie en annexe pour les
valeurs critiques de S a o = 0.05.

(p — Hw
I —

2 2
F(u— I —=:(p— I)(;z* 1 ——)).
P P

Pour p = 7 on admet que p(n — 1) W est distribué comme un x2_,.

Pour n =15 et pour p <7, est distribué sous H;, comme une variable
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Si I'on rejette 'hypothése H, d’indépendance des p classements, quel classement final
attribuer aux n objets ?

On admet en général la procédure suivante qui est de classer les objets selon ['ordre
défini par la somme des colonnes ; cette procédure possede la propriété de maximiser
1a somme des coefficients de corrélation de Spearman entre le nouveau classement et les
p classements initiaux®.

Cas des ex aequo : pour calculer S, on remplace le rang des ex aequo dans un méme clas-
sement par la moyenne arithmétique des rangs qu’ils auraient obtenus si il n’y avait pas eu
d’ex aequo (ceci conserve la somme des lignes).

La valeur de S, étant alors modifiée, on remplace W par :

12§

P
pr® —n) — [72(5-1 —t)
i=1

W=

ol t; est le nombre d’ex aequo du jo™¢ classement.

6.4 LIAISON ENTRE UNE VARIABLE NUMERIQUE
ET UNE VARIABLE QUALITATIVE

6.4.1 Le rapport de corrélation théorique (rappel)

La mesure, ici non symétrique, de la liaison est le rapport de corrélation 1y, défini par :

. VIEY/2)]
Nyya = “vn

En effet on peut appliquer m* lorsque la variable 2’ n’est pas quantitative mais qualitative
a k modalités (voir chapitre 3).

6.4.2 Le rapport de corrélation empirique

St & a k catégories on notera n,, M, ..., n; les effectifs observés et ¥, ¥, .. ., y; les
moyennes de Y pour chaque catégorie (il est indispensable qu’au moins un des »; soit supé-
rieurs 4 1) et ¥ la moyenne totale.

JmmD'auires procédures basées sur la rgle de la majorité de Condorcet sont possibles (voir f'ouvrage de
J.F. Marcotorchino et P Michaud, 1979) : recherche de I'ordre maximisant la somme des coefficients de Kendall.



144 6mmDescription bidimensionnelle et mesures de liaison entre variables

Si I’on note e* I'équivalent empirique de m> on a :

& _
- Z” =y
1 Nz
[ ]
5y
*=0siy, =¥, =... =y, d ol absence de dépendance en moyenne.

e* = 1 si tous les individus d'une catégorie de & ont méme valeur de ¥ et ceci pour chaque
catégorie car :

L& 1 &
s2= =y — P+ = Xmst
n i=1 n ji=1

oll les s7 sont les variances de ¥ i Uintérieur de chaque catégorie :
L - _ o e o
a) = yn;(y; — ¥)" est appelée variance intercatégories.
n .
1 N , . . o
b) ; Zn St est appelée variance intracatégories.

On remarquera que si 1’on attribue a chaque catégorie i de & une valeur numérique
égale 2 §; ce qui revient 2 transformer & en une variable numérique X a k valeurs, ¢* est
alors égal & r3(Y ; X) et que toute autre guantification conduit & une valeur de r? inférieu-
re (voir plus loin).

Lorsqu’il n'y a que deux classes de moyennes y, et 3, :

1,

3 Gy - .\—’2)1
n

4
e- =

2
Sy

Pour déterminer 2 partir de quelle valeur e est significatif on compare Ia variance inter &
la variance intra : on montrera plus tard au chapitre 16 que si m*> = 0 alors :

5

o2
k—1
— = Flk—1;n—k)
1—e¢
n—k

Ce résultat suppose que les distributions conditionnelles de Y pour chaque catégorie de X
sont gaussiennes avec méme espérance et méme écart-type.

On remarque que le nombre de classes intervient dans les degrés de liberté de la loi de
Fisher-Snedecor : on ne peut donc comparer les rapports de corrélation entre Y et deux vari-
ables qualitatives ayant des nombres différents de catégories.

Lorsqu’aucune confusion n’est i craindre, 'usage est de noter m? le carré du rapport de
corrélation empirique, c’est ce que nous ferons désormais.
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. Reprenons ['exemple du 5.3.2.2 sur les variations du taux de taxe d’habitation ¥ selon la
¢ zone géographique X : le rapport de corrélation est tel que :
m¥(Y/X) = 0.56 et correspond a F = 20.05

6.4.3 Interprétation géométrique et lien
avec le coefficient de corrélation multiple

Associons & la variable qualitative & k modalités les £ variables numériques suivantes
indicatrices des modalités :
1 2., .. 04
telles que :

) = 1 si 'individu i est dans la catégorie j de &';
= () sinon.

I

... Soit alors X le tableau de données & n lignes et k colonnes correspondant aux indicatrices
de &:

1 0 0
0 1 0
1 0 0
X =
0 0 L]

Le total des éléments de la colonne j de X vaut n,.

Un simple calcul permet alors de vérifier que :

L _YXXX) Xy
ha y'y

_.\:’1 W

¥)

siy = est centrée.

Yn

Ty, est alors le cosinus carré de 1'angle formé par le vecteur y centré et le sous-espace
W de dimension k de R" engendré par les variables indicatrices.

Le rapport de corrélation de Y en & s’identifie donc au coefficient de corrélation multi-
ple avec les indicatrices de & :

My = Ry ;115 .., 1Y
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Définir une combinaison linéaire des indicatrices Ya; 1/ revient 4 attribuer & chaqu
catégorie j une valeur numérique a;, donc i rendre & numérique ce qui implique que :

£ k
Mz = ll(y; 23-’1]11') = sup ,z(y; Eajﬂf)
i=1 9 j=1

6.5 LIAISON ENTRE DEUX VARIABLES QUALITATIVES

6.5.1 Tableau de contingence, marges et profils

Soit & et ¥ deux variables qualitatives & r et s catégories respectivement décrivant u
ensemble de 1 individus. On présente usuellement les données sous la forme d’un tablea
croisé appelé tableau de contingence 2 r lignes et s colonnes renfermant les effectifs n

TaBLEAU 6.2
¥

¥ Vo | i y_/ .......... Ve
&x
X Iy s Hy, "y,
Xy 1) [N Iy LIEN
X n; n;,
Ar npy ) Ny n,

n, 1,5 n,; n,, 1

Avec des notations standard on a n;, = 211,7 etn; = En,-j.
J i

Les n;, et les n; s’appellent respectivement marges en lignes et marges en colonnes.

La constitution d’un tel tableau est I’opération que les praticiens des enquétes appellent
un « tri croisé ».

Deusx lectures différentes d’un méme tableau de contingence sont possibles selon que 1’on
privilégie I'une ou I’autre des deux variables : lecture en ligne ou lecture en colonnes.

n;
On appelle tableau des profils-lignes le tableau des fréquences conditionnelles «—i

(la somme de chaque ligne est ramenée a 100 %) et tableau des profils-colonnes le tablean

des fréquences conditionnelles ”—U (le total de chaque colonne est alors ramené a 100 %).
¥
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“mm Exemple : Le tableau 6.3 provient de 1'enquéte sur les vacances des Francais en 1999,
publiée par I'INSEE en mai 2002.

' On appelle vacances tout déplacement comportant au moins 4 nuitées consécutives
n dehors du domicile, effectué pour des motifs autres que professionnels, études ou
¢anté. Un voyage peut comporter un ou plusieurs séjours (4 nuits consécutives au méme
":e'ndroit).

. En 1999 prés d'un francais sur quatre n’était pas parti en vacances, le tableau de contin-
oénce ne concerne donc que ceux qui sont partis.

L unité statistique est ici le séjour, décrit par deux variables qualitatives : la catégorie
socio-professionnelle de la personne de référence du ménage en 8 modalités et le mode
“d’hébergement en 9 modalités. La taille de I’échantillon est 18 352.

TasrLeau 6.3 Tableau de contingence

Hotel | Location | Rsec | Rppa | Rspa | Tente | Caravane | AJ | VillageV

Agriculteurs 4] 47 13 59 17 26 4 9 19
Artisans,

commergants,

chefs

d’entreprise 220 260 71 299 | 120 42 64 35 29
Cadres et

professions

intellectuelles

supérieures 685 775 450 | 1242 | 706 139 122 100 130
Professions

intermédiaires 485 639 292 | 1250 | 398 189 273 68 193
Employés 190 352 a7 813 163 0 161 49 72
Ouvriers 224 591 147 1204 | 181 237 306 74 114
Retraités 754 393 692 | 1158 | 223 25 195 47 1135
Autres inactifs 31 34 2 225 42 33 5 6 14

On déduit du tableau 6.3 les deux tableaux de profils suivants (6.4 et 6.5) qui permettent
deux types de lecture : le tableau des profils-lignes permet de comparer les modes d”héber-
gement des ditférentes catégories socio-professionnelles (oil vont les cadres ? etc.) tandis
que le tablean des profils-colonnes permet de savoir qui fréquente tel mode (qui sont les
clients des hotels 7).
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TaBLeau 6.4 Tableau des profils-lignes

Hotel | Location | Rsec | Rppa | Rspa | Tente | Caravane | AJ | VillageV | Total
Agriculteurs | 0.174 | 0.200 |0.055| 0.251 |0.072 | 0.111 0.017 0.038 | 0.081 I
Artisans,
commerg¢ants, :
chefs :
d’entreprise 0.193 0.228 [0.062| 0.262 |0.105 | 0.037 0.056 |0.031 0.025 l_l ;
Cadres et :
professions
intellectuelles
supérieures 0.158 | 0.178 |(.103| 0.286 |0.162 | 0.032 0.028 0.023 | 0.030 -1
Professions
intermédiaires [0.128 | 0.169 |(.077|.0.330 |0.105 | 0.050 | 0.072 |0.018 | 0.05} |
Employés 0.097 | 0.180 [0.034| 0.415|0.083 | 0.047 | 0.082 |0.025| 0.037 1
Ouvriers 0.073 | 0.193 |0.048| 0.392 |0.059 | 0.074 | 0.100 |0.024 | 0.037 1
Retraités 0.209 | 0.109 |0.192 0.321 | 0.062 | 0.007 0.054 0013 0.032 1
uutres inactifs | 0.079 | 0.087 BD():" 0.574 |0.107 L0.0EM 0.013 0.015| 0.036 i

TaeLeau 6.5 Tableau des profils colonnes

Hotel | Location | Rsec |Rppa | Rspa | Tente | Caravane | AJ | VillageV
Agriculteurs | 0.0l6 | 0.015 | 0.007 | 0.009 | 0.009 |0.034 0.004 0.023 | 0.028
Artisans,
commer¢ants,
chefs
d’entreprise 0.084 0.084 0.041 | 0.048 | 0.065 |0.054 0.057 0.090 | 0.042
Cadres et
professions
intellectuelles
supérieures 0.260 0.251 0.260 | 0.199 | 0.38'2 |0.180 0.108 0.258 0.190
Professions
intermédiaires | 0.184 0.207 0.168 | 0.200 | 0.215 ]0.245 0.242 0.175 0.281
Employés 0.072| O.114 |0.039 [0.130 | 0.088 |0.119 0.142 0.126 | 0.105
Ouvriers 0.085 | 0.191 0.085 | 0.193 | 0.098 | 0.294 0.271 0.191 [ 0.166
Retraités 0.287 | 0.127 | 0.399 |0.185 | 0.121 |0.032 0.173 (0.121 | 0.168
Autres inactifs | 0.012 0.011 0.001 | 0.036 | 0.023 |0.043 0.004 0.015 0.020
Total | 1 I 1 | 1 1 1 1
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On remarquera que la moyenne des profils-lignes (avec des poids correspondant aux
effectifs marginaux des lignes) n’est autre que le profil marginal des colonnes :

i "y (u,,) n;

s \n n

~ ng;(n; n;,

et que 1'on a de méme : 3 (_J) ="

* 6.5.2 L’écart a I'indépendance

Lorsque tous les profils-lignes sont identiques on peut parler d'indépendance entre &’ et ¥
puisque la connaissance de &’ ne change pas les distributions conditionnelles de %. Il s’ensuit
d’ailleurs que tous les profils-colonnes sont également identiques.

. . ”lj ”21‘ ”I’j R . . I!U ”‘j .
On doit donc avoir === = ... == Vj, ce qui entraine o par sommation des
1. 2. r. i-

numérateurs et dénominateurs.

n;, ”‘j

L'indépendance empirique se traduit donc par n;; = .
6.5.2.1 Le x? d’écart a P'indépendance et les autres mesures associées

On adopte généralement la mesure suivante de lizison > notée aussi X* ou x* (voir
plus loin) :

M
™

On voit que d* est nul dans le cas de I'indépendance. Quelle est sa borne supérieure et
dans quel cas est-elle atteinte ? 11 faut pour cela utiliser le résultat suivant obtenu par déve-
loppement du carré :

f s

r—l;—l” l,/

n n;; 2.”’7 5
D’otl : 224522—!=2' —
ioj MLl i g M i My j=
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D’oit 4% < n(s — 1). On pourrait montrer de méme que d* =< n(r — 1). On a donc :

d:
— = inf(s—1;,r—1)
n

La bome étant atteinte dans le cas de la dépendance fonctionnelle. En effet

. ny; . L] ~ . 9 y . 1 .
d* = n(s — 1)si— = | Vi, c’est-d-dire 5'il n’existe qu’une case non nulle dans chaque ligne.
B
Ce cas est celui od ¥ est fonctionnellement lié & & : ce qui n’implique pas que & soit lié
fonctionnellement 4 @ comme on le voit sur la figure 6.9.

FIGURE 6.9

Le cas de la dépendance fonctionnelle réciproque nécessite = s : aprés permutation des
lignes ou des colonnes le tableau de contingence peut alors se mettre sous forme diagonale,

Divers coefficients liés au d? ont été proposés pour obtenir une mesure comprise entre 0
(indépendance) et 1 (liaison fonctionnelle). Citons :

‘} /'_)
— le coefficient de contingence de K. Pearson < "y ) = C;

— le coefficient de Tschuprow ( )
N - 1)(s -

7? 1/2
— le coefficient de Cramer ( — 4 )
ninf {(s — 1);(r — 1)}

d*/n est usuellement noté ¢ Pour I'exemple des vacances présenté plus haut on a :

d* = 1989 C = 0.3l
T=0.12 V=012

La construction du tableau des L (tableau d’indépendance) et sa comparaison avec le

tableau des »;; est en général instructive : en particulier le calcul pour chaque case du (erme :

(n;; — n,-‘n_j)2 L
n;n; d

J

R}

n
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appelé contribution au x? permet de mettre en évidence les associations significatives entre

ngn;

catégories des deux variables. Le signe de la diftérence n;; — indique alors §’il y a

association positive ou négative entre les catégories I de Zet j de ¥.
Un tel calcul devrait étre systématiquement associé a chaque calcul de x*.

;. ”-j

On remarque que les marges des tableaux (n;) et ( ) étant les mémes par construc-

n
tion il suffit de calculer (r — 1)(s — 1) (le degré de liberté) termes du tableau d’indépendan-

ce et de déduire les autres par différence.

Le tableau 6.6 donne pour chaque case "effectif théorique et le ¥* correspondant. Comme
il y a 72 cases, le x* moyen par case est de 27.6 : on a mis en grisé les cases ol le X~ dépas-
se 60 : ce sont les cases ol il existe une sur- ou une sous-représentation importante par rap-
port & une répartition « au hasard ».

TABLEAU 6.6

Hotel | Location | Rsec | Rppa | Rspa | Tente | Caravane | AJ [ VillageV

3335| 39.2 21.99| 79.25| 2346( 9.8 1433 4.92 8.7
Agriculteurs 1.75 1.55 1.67 5.18 1.78 ( 26.77 7.45 3.38 12.2
Artisans,
commergants,
chefs 161.79 | 190.14 10.67 | 38447 |113.8 | 47.55 69.51 |23.87| 422
d’entreprise 2095 | 25.66 11.93 19 0.34| 0.65 0.44 5.19 4.13
Cadres et
professions
intellectuetles | 617.2 | 725.8 406.93 | 1466.72 | 434.15| 1814 265.18 |91.05| 160.99
supérieures 7.45 3.39 456 34.43|170.22| 9.91 77.31 0.88 5.96

Professions 537.44 | 631.64 |354.34|1277.18 | 378.05|157.96 | 23091 |[79.29| 140.18
intermédiaires 5.12 0.09 10.97 0.58 1.05| 6.10 71.67 1.61 19.9

278.01 | 326.75 | 183.3 660.68 | 195.56 | B81.71| 11945 |41.02| 75.52
Employés 27.86 1.95 73.79| 35.12 542 1.3 14.45 1.55 0.00

4354 | 51172 |287.07 | 1034.7 | 306.7 127.97 Iv87.07\ 64.23 | 113.57
Ouvriers 102.64 12.28 6834 27.70| 51.24| 76.63 75.6 1.48 0.00

511.18| 600.79 |337.03 | 1214.79 | 359.68 [ 150.25 | 219.63 | 7541 | 133.34
Retraités L1534  71.86 |373.86 2.65| 51.88|104.41 276 | 10.71 252

55.63| 65.38 36.68 | 132.2 [ 39.13( 16.35 239 8.21 14.51
Autres inactifs | 10.91 15.06 32.79| 65.14| 0.21| 1695 14.95 0.59 0.02

L' analyse des correspondances étudiée plus loin permet une représentation graphique des
€carts & I'indépendance : on y retrouvera ces phénomenes.
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6.5.2.2 Cas des tableaux 2 x 2

Si & et ¥ n’ont que deux modalités chacune le tableau de contingence (tableau 6.7) n’y
alors que 4 cases d'effectifs abcd.

TABLEAU 6.7
y | W P
[?63
1 a b
2 c d

d? peut alors s’exprimer par la formule :

n(ad — be)?
(a + D)(c + d)(a + )b + d)

d* =

Si Ion calcule le coefficient de corrélation linéaire entre & et ¥ en attribuant des valeurs
arbitraires i leurs catégories (par exemple 1 et 2 mais toutes les quantifications sont ici
équivalentes) on montre que p? = 2,

Remarquons que dans le cas des variables dichotomiques la non corrélation entraine
I'indépendance.

6.5.2.3  Caractére significatif de Pécart a Pindépendance

A partir de quelle valeur peut-on considérer que la liaison est significative ? En anticipant
sur la théorie des tests exposée au chapitre 14 voici la démarche : si les 17 observations étaient
prélevées dans une population ot &’ et % sont indépendantes (p;; = p;. p ;) quelles seraient les -
valeurs probables de d* ?

En s’appuyant sur les résultats du chapitre 4 paragraphe 4.4, on montre qu’alors d* estune -
réalisation d’une variable aléatoire D? suivant approximativement une 10i x7,- 1y, j, ; en effet
n,n;

n
communes aux deux tableaux (ou encore en d’autres termes puisqu’on estime les p;, par

les n;; — sont liés par (r — [)(s — 1) relations linéaires puisque les marges sont
n n
et les p_; par —l>

n

Il suffit alors de se fixer un risque d’erreur «, c’est-a-dire une valeur qui, s’il y avait
indépendance, n’aurait qu’'une probabilité faible d’étre dépassée (on prend usuellement
a=35%oul %)

On rejettera donc 1’hypothése d’indépendance si d* est supérieur & la valeur critique qu'u-
ne variable x7,_ ), a une probabilité a de dépasser. ‘
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_ Ainsi sur I'exemple : fe degré de liberté du x? est (9 — 1)(8 — 1) = 56. La valeur de d” est
< s élevée 1 d = 1989,
La valeur critique 4 { % d'un y3, est 83.5.
On doit dornc rejeter I’hypothése d’indépendance entre catégorie professionnelle et mode
d’hébergement.
Pour les tableaux 2 X 2 ol le degré de liberté vaut 1 on recommande généralement
d’effectuer la correction de Yates :
nl?
)l[lad — be| - 5}

(a + bYa + cXb + d)c + d)

d* =

L’espérance d'un x> élant égale A son degré de liberté on voit que d° est d’autant plus
~ grand que le nombre de catégories des deux variables est €levé. On ne peut donc comparer
.des d” correspondant & des tableaux de tailles différentes pour une méme valeur de 1 : un d?
de 4 pour un tableau 2 X 4 ne révéle pas une dépendance plus forte qu'un d* de 2.7 pour un
tableau 2 X 2 bien au contraire : afin de comparer ce qui est comparable et de s’affranchir
du probleme des degrés de liberté il vaut mieux utiliser comme indice de liaison la probabi-
lit¢ P(x* < d?). On trouve ainsi :

POI<2T)=09 et  PO3<4)=075

6.5.2.4  Autres mesures de dépendance

Les indices dérivés du x? sont loin d’étre les seules mesures de dépendance utilisables,
elles ont d’ailleurs été souvent critiquées. La littérature statistique abonde en la matiere et le
probleéme est d’ailleurs celui du trop grand nombre d’indices proposés. On se reportera
utilement aux ouvrages de Goodman et Kruskal et de Marcotorchino (1979).

Signalons toutefois pour son intérét théorique le G* ou khi-deux de vraisemblance :
g p q

G*=23 ¥ n;ln i
i nin; J

qui sous I'hypothése d’indépendance suit une 10i X7,— (y;- 1)-

6.5.3 Un indice non symétrique de dépendance :
le 7, de Goodman et Kruskal
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Cet indice résulte du raisonnement suivant : si I’on ignore &, la probabilité (estimée
o

. . . e n; . P
qu’une observation appartienne 2 la catégorie j de ¥ est— : en affectant aléatoirement cette
n

. o . M . . .
observation selon les probabilités — on a alors une proportion estimée de classements
n
/i \2
corrects égale & Y, L—J) .
“\n
J

Si l’on connait la catégorie i de &'1’affectation se fait alors selon les fréquences condition- °
i

nelles — d’od une proportion estimée de classements corrects égale & D, >, P
n

n; n;

i i i
e 7 de Goodman et Kruskal mesure donc le taux de décroissance du pourcentage de
prédictions incorrectes.

On a par définition 0 < 7, =< | avec 7, = 0 dans le cas de 1'indépendance et T, = 1 pour
]d liaison fonctionnelle.

" En introduisant les tableaux de variables indicatrices X, et X, associées aux deux varia-=
bles &' et ¥ on trouve :

_ Trace (X5A7X.)
Trace Vs,

odt Al est le projecteur sur I’espace des combinaisons linéaires de moyenne nulle des indi-
catrices de X,.

T n'est autre que le coefficient de redondance R*(X, : X,) de Stewart et Love (voir
chapitre 8).

6.5.4 Le kappa de Cohen

Ce coefficient est destiné & mesurer I'accord entre deux variables qualitatives ayant les
mémes modalités dans le contexte suivant : 1 unités statistiques sont réparties selon p caté-
gories par deux observateurs. Si les deux observateurs concordent parfaitement, le tableau de
contingence doit étre diagonal : seuls les effectifs i; sont non-nuls.

La proportion d’accords observés est Py = — En i
i=1
Si les deux variables étaient indépendantes la probabilité d’étre dans I'une quelconque des
»
cases diagonales serait Ep, p.; que I'on estime par P, = — En 1.; appelé pourcentage
d’accords aléatoires.  =! n

Le coefficient kappa s’écrit alors :

1 &2

- >y En

P()—Pc=ni=l Ti=1

1 - P, 2”

Ti=1

kappa est compris entre —1 et + | (accord maximal).



L’analyse en
composantes
principales

Dans la plupart des applications on observe non pas une variable par individu, mais un
__nombre p souvent Elevé. L'étude séparée de chacune de ces variables et celles des couples
selon les techniques exposées précédemment est une phase indispensable dans le proces-
sus de dépouillement des données mais tout a fait insuffisante. '

[1 faut donc analyser les données en tenant compte de leur caractére multidimensionnel ;
I'analyse en composantes principales est alors une méthode particulierement puissante pour
explorer la structure de telles données. C’est également la « mere » de la plupart des métho-
des descriptives multidimensionnelles.

7.1 TABLEAUX DE DONNEES, RESUMES NUMERIQUES
ET ESPACES ASSOCIES

7.1.1 Les données et leurs caractéristiques
1.1.1.1  Le tableau des données

Les observations de p variables sur n individus sont rassemblées en un tableau rectangulaire
X a n lignes et p colonnes :

N —

n

¥/ est la valeur prise par la variable n° j sur le /™ individu.
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Dans une optique purement descriptive on identifiera une variable 2 la colonne de X
correspondante : une variable n’est rien d’autre que la liste des i valeurs qu’elle prend sur
les n individus :

x4

x{

On identifiera de méme 'individu i au vecteur e; 3 p composantes :
e, = (x}...xH
7.1.1.2  Poids et centre de gravité

Si les données ont été recueillies 2 Ia suite d’un tirage aléatoire i probabilités égales, les
n individus ont tous méme importance, 1/n, dans le calcul des caractéristiques de I’échanti-
llon. Il n’en est pas toujours ainsi et il est utile pour certaines applications de travailler avec
des poids p; éventuellement différents d’un individu a 1'autre (échantillons redressés ;
données regroupées . . . ).

Ces poids, qui sont des nombres positifs de somme | comparables i des fréquences, sont
regroupés dans une matrice diagonale D de taille » :

PP] 0

LO Pul

!
Dans le cas le plus usuel de poids égaux, D = — L
n

14

Le vecteur g des moyennes arithmétiques de chaque variable g’ = (x¥!';X%;...;%")
définit le point moyen, ou centre de gravité du nuage.

Ona g = X'D1 o 1 désigne le vecteur de R" dont toutes les composantes sont égales i 1.
Le tableau Y tel que y/ = xJ — ¥ est le tableau centré associé i X.
OnaY=X-1g = (- 1I'D)X.

7.1.1.3 Matrice de variance-covariance et matrice de corrélation

La formule établie au chapitre précédent avec des poids égaux & | /n se généralise comme
suit :

[V=XDX - gg’ = YDY|
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On a également : X'DX = Y pee;

i=1

Cette derniere formule est utile pour les calculs numériques car elle ne suppose pas la
mise en mémoire du tableau X mais seulement la lecture successive des données.

Si I'on note Dy, la matrice diagonale des inverses des écarts-types :

1/s, 0

0 1/s,

.. et Dy;,» la matrice diagonale des inverses des variances. le tableau des données centrées et
réduites Z tel que :

x-¥

:,; = —

5

est donc : Z =YD,

La matrice regroupant tous les coefficients de corrélation linéaire entre les p variables
prises deux a deux est notée R :

Lo ooy,

ol 1

Rappelons que R = D, VD,,, = Z'DZ.

R est la matrice de variance-covariance des données centrées et réduites et résume la
structure des dépendances linéaires entre les p variables prise 2 a 2.

7.1.1.4 Données actives et supplémentaires

Le tableau X ne représente souvent qu’une partie de I’information disponible, et cela pour
diverses raisons : on ne s’intéresse qu’aux liaisons entre certaines variables, les variables
qualitatives sont par nature exclues de I'analyse etc. Les variables disponibles se partagent
donc en deux ensembles : les variables actives qui serviront au calcul des axes principaux et
les variables supplémentaires, appelées également variables illustratives qui seront reliées
a posteriori aux résultats de 1 ACP.

On peut également n’utiliser qu’une partie des individus, soit pour valider les résultats,
soit parce que certains n’auront leur données disponibles qu’ultérieurement, ou parce que
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leurs données sont suspectes. Mettre des individus en supplémentaire revient a leur attribuer |
un poids nul.

Variables Variables
actives supplémentaires
P;
Pa
Individus .
actifs X S .
Pn
Individus ° 0.
stipplémentaires 0
Matrice des
poids

7.1.2 L’espace des individus

Chagque individu étant un point défini par p coordonnées est considéré comme un élément
d’un espace vectoriel F appelé |'espace des individus. L'ensemble des n individus est alors
un « nuage » de points dans F et g en est le centre de gravité.

L’espace F est muni d’une structure euclidienne afin de pouvoir définir des distances entre
individus.

7.1.2.1  Le réle de la métrique

Comment mesurer la distance entre deux individus ? Cette question primordiale doit étre
résolue avant toute étude statistique car les résultats obtenus en dépendent dans une large
mesure.

En physique, la distance entre deux points de 1’espace se calcule facilement par la formule
de Pythagore : le carré de la distance est la somme des carrés des différences des coordon-
nées, car les dimensions sont de méme nature : ce sont des longueurs que 1'on mesure avec
la méme unité :

d* = (k= )+ (o] — AP

Il n’en est pas de méme en statistique ot chaque dimension correspond & un caractére qui
s'exprime avec son unité particuliere : comment calculer la distance entre deux individus
décrits par les trois caracteres : ige, salaire, nombre d’enfants ?

La formule de Pythagore est alors aussi arbitraire qu’une autre. Si I'on veut donner
des importances différentes & chaque caractére, pourquoi ne pas prendre une formule
du type :

d3 = al('xll - _\‘:],‘)2 -+ (12(,\'% - .\'%)2 R n])(xll’ - '\-I'.,’)Z

ce qui revient & multiplier par \f(E chaque caractére (on prendra bien sdr des a; positifs).
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De plus, la formule de Pythagore n’est valable que si les axes sont perpendiculaires, ce
que I'on congoit aisément dans 1’espace physique. Mais en statistique ce n’est que par pure
convention que I’on représente les caractéres par des axes perpendiculaires : on aurait pu tout
aussi bien prendre des axes obliques.

On utilisera donc la formulation générale suivante : la distance entre deux individus e; et €
est définie par la forme quadratique :

d(e;;e) = (e, — €)' M(e; — ¢))

oit M est une matrice symétrique de taille p définie positive. L’espace des individus est donc
muni du produit scalaire : (e; : e;) = e Me,

En théorie, le choix de la matrice M dépend de I'utilisateur qui seul peut préciser la
métrique adéquate. En pratique les métriques usuelles en Analyse en Composantes
Principales (ACP) sont en nombre réduit : & part la métrique M = I qui revient 2 utiliser le
produit scalaire usuel, la métrique la plus utilisée (et qui est souvent I’option par défaut des
logiciels) est la métrique diagonale des inverses des variances :

[1/s7 0 7
1/s3

0 1/s7]

ce qui revient a diviser chaque caractére par son écart-type : entre autres avantages, la dis-
tance entre deux individus ne dépend plus des unités de mesure puisque les nombres xi/s;
sont sans dimension, ce qui est trés utile lorsque les variables ne s’expriment pas avec les
mémes unités.

Surtout, cette métrique donne & chaque caractére la méme importance quelle que soit sa
dispersion ; I'utilisation de M = I conduirait a privilégier les variables les plus dispersées,
pour lesquelles les différences entre individus sont les plus fortes, et & négliger les différen-
ces entre les autres variables. La métrique D, - rétablit alors I’équilibre entre les variables en
donnant a toutes la variance I,

Nous avons vu qu’utiliser une métrique diagonale :

a

a-

u
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revient & muitiplier les caractéres par Va; et utiliser ensuite la métrique usuelle M =1, -
Ce résultat se généralise i une métrique M quelconque de la maniére suivante :

On sait que toute matrice symétrique positive M peut s’écrire M = T’T. Le produit
scalaire entre deux individus avec la métrique M peut donc s’écrire :

(e,;e,) = e} Me, = e} T'Te,
= (Te,)'Te,

Tout se passe donc comme si 'on utilisait la métrique I sur des données transformées,
c’est-a-dire sur le tableau XT'.

7.1.2.2 Llinertie

On appelle inertie totale du nuage de points la moyenne pondérée des carrés des distances
des points au centre de gravité :

I, = 2pde, — 9'Me; — g) = Zpille; — g

i=1
L'inertie en un point a quelconque est définie par :

161 = Ep,(e, - ﬂ)'l\’[(e, - a)

On a la relation de Huyghens :

L=1+(g—a'M@g-a)=1,+|g— al?
Sig=0: I, = X peiMe,
=1

Par ailleurs, on démontre aisément que I'inertie totale vérifie la relation :
n n n

2, = Elzpipj(ei —¢)'M(e; — ¢;) = E EP;P}“C:‘ - ej”2

i=1 i=1j=1

soit la moyenne des carrés de toutes les distances entre les n individus.
L'inertie totale est la trace de la matrice MV (ou VM) :

1, = Trace MYV = Trace VM

En effet, p,e;Me; étant un scalaire, grice 4 la commutativité sous la trace :

n n
I, = Trace (Ep,e',-Me,-) = Trace (EMefp;e’,»)

i=1 i=1
= Trace MX'DX = Trace MV
— si M = I I'inertie est égale i la somme des variances des p variables ;
- si M =D, : Trace MV = Trace (D,,:V) = Trace (D,,VD,,). ce qui est égal &
Trace R = p. L'inertie est donc égale au nombre de variables et ne dépend pas de
leurs valeurs.
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7.1.3 L'espace des variables

Chague variable x/ est en fait une liste de n valeurs numériques : on la considére comme
un vecteur ¥/ d’un espace E i n dimensions appelé espace des variables.

7.1.3.1 La métrique des poids

Pour étudier la proximité des variables entre elles il faut munir cet espace d’une métrique,
¢’est-d-dire trouver une matrice d’ordre n définie positive symétrique. Ici il n'y a pas
d’hésitation comme pour I’espace des individus et le choix se porte sur la matrice diagonale
des poids D pour les raisons suivantes : "

—  Le produit scalaire de deux variables ¥’ et x* qui vaut x/Dx* = 3 p; x%xi n’est autre

que la covariance sy si les deux variables sont centrées. =1

— La norme d’une variable || x|, est alors || x/[|p = s ; en d’autres termes la « lon-

gueur » d’une variable est égale a son écart-type.

- L'angle 8, entre deux variables centrées est donné par :

cosh (ixb) s
NI s

Le cosinus de 1’angle entre deux variables centrées n’est autre que leur coefficient de
corrélation linéaire (chapitre 6).

Si dans I'espace des individus on s’ intéresse aux distances entre points, dans ’espace des
variables on s'intéressera plutot aux angles en raison de la propriété précédente.

7.1.3.2  Variables engendrées par un tableau de données

A une variable x/ on peut associer un axe de 'espace des individus F et un vecteur de
’espace des variables E.

On peut également déduire de x', x*, ..., X” de nouvelles variables par combinaison
linéaire, ce qui revient & projeter les individus sur de nouveaux axes de F,

Considérons un axe A de l'espace des individus engendré par un vecteur unitaire a
(c’est-d-dire de M-norme 1) et projetons les individus sur cet axe (projection M-orthogonale)
(fig. 7.1).

Ficure 7.1
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La liste des coordonnées ¢; des individus sur A forme une nouvelle variable ou composante, ¢,

Comme ¢; = a'Me; = e/ Ma = (a;e;)yyona:

€

. -
c= |- | =XMa=Xu= >xu

. J=1

n

en posant u = Ma.

A la variable ¢ sont donc associés trois tres mathématiques :
—~ un axe A de F de vecteur unitaire a ;

— un vecteur ¢ de E espace des variables ;

— une forme linéaire u appelée facteur.

L'ensemnible "des variables ¢ 'que 1T'on peut engendrer par combinaison linéaire de
vecteurs-colonnes de X forme un sous-espace vectoriel de E de dimension égale (ou infé-
rieure) 4 p.

Remarquons que si a appartient a 1'espace des individus F, u appartient a son dual F*, et
que si a est M-normé 2 I, west M™' normé a1 :

aMa=uM'u caru=Ma=>a=M"u

F* est donc muni de la métrique M.

(Lorsque M =T ces distinctions disparaissent et on peut identifier totalement axes et :
facteurs).

La variance de ¢ vaut alors :

V(c) = st =u'Vu

En effet : ¢'De = Xu)DXu) = u'X'DXu

7.2 L’ANALYSE

7.2.1 Projection des individus sur un sous-espace

Le principe de 1a méthode est d’obtenir une représentation approchée du nuage des » indi-
vidus dans un sous-espace de dimension faible. Ceci s’effectue par projection ainsi que
I’illustre la figure 7.2.

Le choix de I’espace de projection s’effectue selon le critére suivant qui revient & défor-
mer le moins possible les distances en projection : le sous-espace de dimension & recherché
est tel que la moyenne des carrés des distances entre projections soit la plus grande possible. *
(En effet, en projection les distances ne peuvent que diminuer). En d’autres termes il faut que
I’inertie du nuage projeté sur le sous-espace F; soit maximale.
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1
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FiGURE 7.2

___ Soit P I'opérateur de projection M-orthogonale sur F : P est tel que P* = Pet P'M = MP.
Le nuage projeté est alors associé au tableau de données XP', car chaque individu e,
(ou ligne de X) se projette sur F; selon un vecteur colonne Pe; ou un vecteur ligne eP’

(fig. 7.3).

FiGcure 7.3

La matrice de variance du tableau XP’ est pour des variables centrées :

(XP')'D(XP') = PVP'

L'inertie du nuage projeté vaut donc : Trace (PVP'M).

Par des opérations élémentaires on en déduit :
Trace (PVP’M) = Trace (PVMP) car P’M = MP
car Trace AB = Trace BA

= Trace (VMP?)
= Trace (VMP)  car P est idempotent

Le probléme est donc de trouver P, projecteur M-orthogonal de rang 4 maximisant

Trace (VMP) ce qui déterminera donc F.
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Si F et G sont deux sous-espaces orthogonaux alors :
g =+ 1

Il suffit de remarquer que le projecteur associ€ a la somme directe de deux sous-espaces °
M-orthogonaux est 1a somme des projecteurs associés i chacun des espaces.

De ce résultat on déduit le théoréme fondamental suivant :

THEOREME

Soit F, un sous-espace portant linertie maximale, alors le sous-espace de dimension -
k+ | portant I'inertie maximale est la somme directe de Fy et du sous-espace
de dimension | M-orthogonal & Fy portant l'inertie maximale : Les solutions sont -
« emboitées ». ,

CommedimE, ., =k+ letdimFy =n—kona:
dim(E.., N FH =1
car : dmE, ., +dmFp=n+1>n

Soit b un vecteur appartenant 3 E,,, N Fi.

Posons E., = b @ G ot G est le supplémentaire M-orthogonal de b dans E,.,. G est L
donc de dimension ket F = F, @ b.

On a: IIH'! = Ih + [G

Ip = Iy + 1

Comme F, était le sous-espace de dimension & portant I'inertie maximale I; < Iy, donc ‘
Loy = 4, + I, cest-d-dire .| = I et ceci quel que soit E.,. ‘

Le maximum de I'inertie est donc réalisé pour {’espace F = b © F, et b doit étre tel que
I, soit maximal. ‘

Pour obtenir £, on pourra donc procéder de proche en proche en cherchant d’abord le sous-
espace de dimension 1 d’inertie maximale, puis le sous-espace de dimension | M-orthogonal -
au précédent d’inertie maximale, efc. =

7.2.2 Eléments principaux
7.2.2.1  Axes principaux

Nous devons chercher la droite de R” passant par g maximisant 'inertie du nuage projeté
sur cette droite.
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Soit a un vecteur porté par cette droite ; le projecteur M-orthogonal sur la droite est
alors :
P = a(a’Ma) 'a’M

L’inertie du nuage projeté sur cette droite vaut, d’aprés ce qui préceéde :

Trace VMP = Trace VMa(a’Ma) 'a’'M

1 "MVM "MV M3
_ Trace VMaa'M = Trace a a_ a'MVMa
a’Ma a’'Ma a’'Ma

puisque a’MVMa est un scalaire.

La matrice MVM est appelée matrice d’inertic du nuage ; elle définit la forme
guadratique d’inertie qui, a tout vecteur a de M-norme 1, associe I'inertie projetée sur I’axe
défini par a. La matrice d’inertie ne se confond avec la matrice de variance-covariance que
—si M = L

) ) a’MVMa . . .
Pour obtenir le maximum de “aMa il suffit d’annuler la dérivée de cette expression

par rapport a a :

d (a’MVMa) _ (a’Ma)2MVMa — (a'MVMa)2Ma
da\ a’Ma (a’Ma)?

'MVM
a'MVMa ) Ma

ol : MVMa =
d’ou a ( 2 Ma

car M est réguliére ; donc a est vecteur propre de VM. S’il en est ainst, le critéere a’'MVMa
vaut A\a’Ma = A. Tl faut donc que \ soit la plus grande valeur propre de VM.

La matrice VM étant M-symétrique possede des vecteurs propres M-orthogonaux deux
a deux.

D’ot le résultat suivant :
THEOREME

Le sous-espace F de dimension k est engendré par les k vecteurs propres de VM
associés aux k plus grandes valeurs propres.

On appelle axes principaux d’inertie les vecteurs propres de VM, M-normés a 1. Ils sont
au nombre de p.

Un calcul élémentaire montre que les axes principaux sont aussi V™! orthogonaux ; on
montre réciprogquement que les axes principaux sont le seul systeme de vecteurs a la fois
M et V™ '-orthogonaux.
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7.2.2.2  Facteurs principaux

AT'axe a est associée la forme linéaire u coordonnée M-orthogonale sur 1’ axe défini par a
(fig. 7.4).

u=Ma
FIGURE 7.4

u est un élément de (R")* (dual de Iespace des individus) qui définit une combinaison-
linéaire des variables descriptives X;, Xa, . . ., X, '
A 1"axe principal a M-normé a | est associé le facteur principal u = Ma.
Puisque a était vecteur-propre de VM :

VMa = Aa= MVMa = \Ma

Les facteurs principaux sont les vecteurs propres M~ !-normés de MV. En effet, ona vu :
que si R” est muni de la métrique M, son dual doit &tre muni de la métrique M. °
Doncu'M™tu = 1.

Les facteurs principaux sont M~ et V-orthogonaux.

7.2.2.3 Composantes principales
Ce sont les variables ¢; (éléments de R") définies par les facteurs principaux :
¢; = Xu;

¢; est le vecteur renfermant les coordonnées des projections M-orthogonales des individus
sur I’axe défini par a; avec a; unitaire.

La variance d’une composante principale est égale a la valeur propre \ :

En effet V(c) = ¢'De = 0’X'DXu = u'Vu or :
Vu = A\M™'a

donc : Vie) = u'M"lu =\
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Les c; sont les combinaisons linéaires de x,, x,, . . ., X de variance maximale sous
* la contrainte uM~'u; = 1.
Les composantes principales sont elles-mémes vecteurs propres d’une matrice de taille » :
En effet MV = Au s’écrit MX'DXu = \u ; en multipliant & gauche par X et en remplacant
‘ Xuparcona:

XMX'De = e
La matrice XMX" notée W est la matrice dont le terme général w;; est le produit scalaire

]
<ei ,eJ> = e]MEj.
Dol pour résumer :

Facteurs principaux u MVu = \u M~ '-orthonormés
Axes principaux a VMa = \a M-orthonormes
Composantes principales ¢ XMX'De = A¢  D-orthogonales

¢ = Xu u = Ma

En pratique on calcule les u par diagonalisation de MV, puis on obtient les ¢ = Xu, les
axes principaux a n'ayant pas d’intérét pratique.

7.2.2.4 Formules de reconstitution

Comme Xu; = ¢; en post-multipliant les deux membres par uM™' et en sommant sur j
il vient :

XPuuwM™' = YeaM™!
J i

i
Or Y uuM™" = I car les u; sont M™' orthonormeés, il suffit de vérifier que :
=1

I
(EujujM" ) w=u car uM 'y, =3

j=1

14
. = U -1
donc : X = .ElcfufM
i=

On peut ainsi reconstituer le tableau de données (centré) au moyen des composantes prin-
cipales et facteurs principaux. On a également :

1
MV = Y Nuu;M™!

j=1
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I P
— — T P BRI
Lorsque M =L X = Yeuj = \i)\jzjvj ol les z; sont les vecteurs propres de norme 1 de
j=1 j=1
XX’ et les v; les vecteurs propres de X'X de norme 1 (décomposition en valeurs singuliéres).

Si I'on se contente de la somme des k premiers termes on obtient alors la meilleure
approximation de X par une matrice de rang k au sens des moindres carrés (théoréme
d’Eckart-Young).

7.2.3 Cas usuel. La métrique D,,: ou ’ACP
sur données centrées-réduites

Le choix de la métrique M est toujours délicat : seul I'utilisateur peut définir correctement
la notion de distance entre individus.

Prendre M = I revient 2 travailler sur la matrice V des variances-covariances, il n'y a pas
- alors de distinction. entre axes principaux et facteurs principaux. Cependant, les résultats
obtenus ne sont pas invariants si I’on change linéairement ['unité de mesure des variables,
Les covariances sont multipliées par un facteur k, la variance par un facteur &* si 'on choi-
sit une unité de mesure £ fois plus petite pour une variable.

Le choix de M = D, est le plus communément fait, et a pour conséquence de rendre les
distances entre individus invariantes par transformation linéaire séparée de chaque variable
et de s’affranchir des unités de mesure ce qui est particulierement intéressant lorsque les
variables sont hétérogénes.

On sait que V'usage de cette métrique est équivalent & la réduction des variables (division
par I'écart-type).

En pratique on travaillera donc sur le tableau centré-réduit Z associé a X et on utilisera la
métrique M = 1.

Comme la matrice de variance-covariance des données centrées et réduites est la matri-
ce de corrélation R, les facteurs principaux seront donc les vecteurs propres successifs de
R rangés selon I'ordre décroissant des valeurs propres. Ru = \u avec ||u]|*> = |

La premigre composante principale ¢ (et les autres sous Ia contrainte d’orthogonalité)
est la combinaison linéaire des variables centrées et réduites ayant une variance maximale
c = Zu.

On a de plus la propriété suivante lorsqu’on travaille sur données centrées et réduites :

PROPRIETE

¢ est la variable Ta plus lie aux xJ au sens de la somme des carrés des corrélations :

I,
¥, r3(c; x/) est maximal
j=1

Cette propriété permet de généraliser I'ACP a d’autres méthodes et d’autres type de varia-
bles en remplacant le coefficient de corrélation par un indice adapté (principe d’association
maximale, voir plus loin).
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g Démonstration : Supposons les variables centrées :

. » X X L o
rie ; x/) = ri(c; 2/) ot 2/ = — est la variable centrée-réduite associée d x/
S,
J

[cov(e;z/)]?  [¢'Dz/[?

)<:(c;zj) = ~ =
V(e)V(z/) V(e)
§\ ‘ l S\ 'D D 1 ‘D) é,‘ D
e z) = —— >(¢'Dz))(z/'De) = —¢ z/z/' |De
I =g ZEPREDO = g
il
or: Y27 =27
i=1
'DZZ'D
donc : 21 -(c;x c—c—Dc_C

le maximum de ce quotient est donc atteint pour ¢ vecteur propre de ZZ'D associé A sa plus
grande valeur propre :

ZZ'De = ¢

on en déduit que ¢ est combinaison linéaire des z/ donc que ¢ = Zu ;

Z7'DZu = \Zu
Comme Z'DZ = R, il vient ZRu = A\Zu et si Z est de rang p : Ru = \u, =
Pour résumer : I'ACP revient & remplacer les variables x!, x°, . . ., x” qui sont corrélées,
par de nouvelles variables, les composantes principales ¢, ¢, ... combinaisons linéaires

des x/ non corrélées entre elles, de variance maximale et les plus liées en un certain sens
aux x’ : I'ACP est une méthode factorielle linéaire.

7.3 INTERPRETATION DES RESULTATS

LI’ACP construit de nouvelles variables, artificielles et fournit des représentations
graphiques permettant de visualiser les relations entre variables ainsi que I’existence éven-
tuelle de groupes d’individus et de groupes de variables.

L’interprétation des résultats est une phase délicate qui doit se faire en respectant une
démarche dont les éléments sont les suivants.

7.3.1 Qualité des représentations sur les plans principaux

Le but de I'ACP étant d’obtenir une représentation des individus dans un espace de
dimension plus faible que p, la question se pose d’apprécier la perte d’information subie et
de savoir combien de facteurs retenir.
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7.3.1.1  Le pourcentage d’inertie

Le critére habituellement utilisé est celui du pourcentage d’inertie totale expliquée.
On mesure la qualité de F par:
}\l+)\,2+“‘+)\k_ )\.|+)\2+"'+kk

1, Nt N+ o ko N,

. )\l + )\.2 . . .
St par exemple 7 = 0.9 on concoit clairement que le nuage de points est presque
£

aplati sur un sous-espace & deux dimensions et qu’une représentation du nuage dans le plan
des deux premiers axes principaux sera trés satisfaisante.

L’appréciation du pourcentage d'inertie doit faire intervenir le nombre de variables
initiales : un % de 10 % n’a pas le méme intérét sur un tableau de 20 variables et sur un
_tableau de 100 variables.

7.3.1.2  Mesures locales

Le pourcentage d’inertie expliquée est un critére global qui doit étre complété par d'autres
considérations.

Supposons que le plan F, des deux premiers axes porte une inertie totale importante
(A + X\, élevé) et que en projection sur ce plan deux individus soient trés proches :
la figure 7.5 montre que cette proximité peut étre illusoire si les deux individus se trou-
vent éloignés dans Fy.

FIGURE 7.5

1l faut en fait envisager pour chaque individu e; la qualité de sa représentation. Celle-ci
est souvent définie par le cosinus de I’angle entre le plan principal et le vecteur e;. Si ce
cosinus est grand, e; est voisin du plan, on pourra alors examiner fa position de sa projec-
tion sur le plan par rapport & d'autres points ; si ce cosinus est faible on se gardera de toute
conclusion.

N.B. : Cette mesure du cosinus est d’autant meilleure que e; est éloigné de g ; si e; est
proche de g, la valeur du cosinus peut ne pas étre significative.
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Bien que moins utilisée, une mesure liée & la distance entre e; et F, semble préférable : en
particulier la quantité :

d(e; . £)
\hg*}\x_}\z_ e — Mg

(signe de ¢ty

qui compare la distance entre e; et F) A la moyenne des carrés des distances de tous les indi-
vidus & F) présente un intérét statistique certain (on peut la comparer & une variable de
Laplace-Gauss centrée-réduite).

7.3.1.3 A propos de la représentation simultanée des individus
et des variables en ACP

Certains logiciels prévoient 1a possibilité de superposer la représentation des individus (plan
principal) et celle des variables (cercle des corrélations) avec éventuellement des échelles
- différentes.

Il convient d’étre tres prudent : en effet individus et variables sont des éléments d’espa-
ces différents : si une variable définit une direction de 1'espace des individus elle ne peut
étre résumée a un point et on ne peut interpréter une proximité entre points-variables
et points-individus.

Les deux représentations individus et variables se complétent mais ne peuvent étre super-
posées, sauf en utilisant la technique particuliére du “biplot” (voir Gower et Hand, 1996).

7.3.2 Choix de la dimension

Le principal intérét de 1" ACP consistant a réduire la dimension de I’espace des individus
le choix du nombre d’axes a retenir est un point essentiel qui n’a pas de solution rigoureuse.
Remarquons tout d’abord que la réduction de dimension n’est possible que s’il y a redon-
dance entre les variables x', X%, . . ., X" : si celles-ci sont indépendantes. ce qui est un résul-
tat fort intéressant en soi, I’ ACP sera inefficace & réduire la dimension.

7.3.2.1  Critéres théoriques

Ceux-ci consistent a déterminer si les valeurs propres sont significativement différentes
entre elles a partir d’un certain rang : si la réponse est négative on conserve les premizres
valeurs propres. On fait pour cela I'hypothése que les n individus proviennent d’un tirage
aléatoire dans une population gaussienne ol Ayy = Nya = ... = \,,. Si cela est vrai la
moyenne arithmétique a des k — p derniéres valeurs propres et leur moyenne géométrique
g doivent étre peu différentes ; on admet que :

2p + 11
c= (,,, - ”T)(p — k) |n(g)

(p—k+2(p—k-1)
2

suit alors une loi du ¥° de degré de liberté ; on rejettera 1"hypo-

these d’égalité des k — p valeurs propres si ¢ est trop grand.
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On peut également construire des intervalles de confiance pour les différentes valeurs
propres en utilisant les formules de T. W. Anderson si 1 est grand : si \; est la /*™ valeur
propre de I'ACP, I'intervalle de confiance a 95 % est donné par :

} 7 ’ 9
(:)\f exp(—l.% ;—:—l) N exp(l.% ﬁ )J (voir chapitre 13)

Ces propriétés ne sont malheureusement utilisables que pour des matrices de variance
dans le cas gaussien p-dimensionnel. Elles ne s’appliquent pas pour les matrices de corré-
lation ce qui est le cas le plus fréquent en pratique, et ne doivent &tre utilisées qu’a titre
indicatif.

7.3.2.2  Critéres empiriques

Ce sont en réalité les seuls applicables, le critere de Kaiser est le plus connu :

Lorsqu’on travaille sur données centrées réduites on retient les composantes principales
correspondant i des valeurs propres supérieures & 1 : en effet les composantes principales
¢ étant des combinaisons linéaires des z/ de variance maximale V(¢) = \, seules les compo-
santes de variance supérieure  celle des variables initiales présentent un intérét.

Cependant le seuil de 1 ne peut étre considéré comme absolu : 1.1 est-il significativement
supérieur a 1 7

Dans un travail récent (Karlis, Saporta, Spinakis, 2003) nous avons montré I’intérét du
critére suivant, inspiré par une approche de type « carte de contrble » ot on considére comme
intéressantes les valeurs propres qui dépassent leur moyenne (qui vaut ici 1) de plus de deux
écart-types.

P
Comme : DN =p+ 2}
i=

i#j

et que I’espérance du carré du coefficient de corrélation entre deux variables indépendantes
vaut 1/(n — 1), on trouve que :

E(’E’)\'l) =p+ pip = D
=

n—1

1a dispersion espérée des valeurs propres vaut alors :

1 & N _p— 1
E(pz(x, 1))-”_1

Nous proposons donc de ne retenir que les valeurs propres telles que :

A>1+2
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On recommande également de détecter sur le diagramme de décroissance des valeurs
propres ['existence d’un coude (voir figure 7.8) séparant les valeurs propres utiles de celles
qui sont peu différentes entre elles et n’apportent pas d'information. Il faut noter ici que les
criteres formels basés sur les différences successives entre valeurs propres sont en général
moins performants que 1'inspection visuelle : nous ne les donnerons donc pas.

Enfin il faut rappeler avec force que les critéres du type « extraire au moins X % » de
I'inertie souvent pronés par des praticiens, sont dénués de fondement et doivent étre ban-
nis, car on ne peut donner de seuil universel sans tenir compte de la taille du tableau, et de
|a force des corrélations entre variables.

Aucun des critéres présentés n’est absolu : I'interprétation des résultats d’une analyse
releve aussi du métier du statisticien.

7.3.3 Interprétation « interne »
7.3.3.1  Corrélations (« variables — facteurs »

La méthode la plus naturelle pour donner une signification & une composante principale
c est de la relier aux variables initiales x/ en calculant les coefficients de corrélation linéaire
r(c ; x7) et en s’intéressant aux plus forts coefficients en valeur absolue.

Lorsque I'on choisit la métrique D,z ce qui revient a travailler sur données centrées-
réduites et donc 2 chercher les valeurs propres et vecteurs propres de R, le calcul de r(c ; %)
est particulierement simple :

En effet :
¢'Dz/

Se

rie;x) = r(e;z/) =

comme V(c) = \ :
¢'Dz/
N\

or ¢ = Zu ol u, facteur principal associé 4 ¢, est vecteur propre de R associé a la valeur
propre A :

r(e;xiy =

(z/YDZu
W

(z/)DZ est la j™ ligne de Z'DZ = R, donc (z/)’DZu est la j*™ composante de Ru.
Comme Ru = \u, il vient :

rc;x/y=uZ'Dz/ =

r(e;x) = \Ruj

Ces calculs s’effectuent pour chaque composante principale. Pour un couple de compo-
santes principales ¢! et ¢ par exemple on synthétise usuellement les corrélations sur une
figure appelée « cercle des corrélations » ot chaque variable x/ est repérée par un point
d'abscisse r(c! ; x/) et d’ordonnée r{c*; x/).
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Ainsi la figure 7.6 montre une premiére composante principale trés corrélée positive-
ment avec les variables 1, 2 et 3, anticorrélée avec les variables 4 et 5 et non corrélée avec
6,7et8.

4 cz
Axe 2
X - X
& 7 )
r(x,c?)
Xy,
Xy .
X3/ Axel c!

FiGure 7.6

Par contre la deuxiéme composante principale oppose la variable n® 8 aux variables 6 et 7.

On se gardera d'interpréter des proximités entre points variables, si ceux-ci ne sont pas
proches de la circonférence.

Dans le cas de la métrique D,,. c’est-a-dire, rappelons-le, de I'ACP sur données centrées
réduites, le cercle des corrélations n’est pas seulement une représentation symbolique com-
mode : c’est la projection de I’ensemble des variables centrées-réduites sur le sous-espace
engendré par ¢' et ¢ En effet les z/ étant de variance un, sont situées sur la surface de la
sphére unité de 'espace des variables (isomorphe & R") (fig. 7.7). Projetons les extrémités
des vecteurs z/ sur le sous-espace de dimension 2 engendré par ¢! et ¢? (qui sont orthogona-
les) les projections tombent & I’ intérieur du grand cercle intersection de la sphere avec le plan
¢'; ¢ La projection se faisant avec la métrique D de 1’espace des variables, z se projetie sur
I’axe engendré par ¢' en un point d'abscisse cos (z/ ; ¢') qui n'est autre que le coefficient de
corrélation linéaire r(x/ ; ¢').

FIGURE 7.7
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Le cercle de corrélation est donc, dans I'espace des variables, le pendant exact de la
projection des individus sur le premier plan principal.
n
Commie A, = Y, r(ct;x/) on appelle parfois contribution de la variable j a I'axe k le
j=1
rapport :
ri(et; %) 2
(R S (U_’}’)'
A
mais cette quantité ne présente que peu d'intérét en ACP et n’apporte rien de plus que le
coefficient de corrélation.

7.3.3.2 Lo place et Pimportance des individus

Dire que ¢' est trés corrélée avec une variable x/ signifie que les individus ayant une forte
_coordonnée positive sur I'axe 1 sont caractérisés par une valeur de X’ nettement supérieure 2 la
moyenne (rappelons que I'origine des axes principaux représente le centre de gravité du nuage).

Inversement si les individus ne sont pas anonymes, ils aident & I'interprétation des axes
principaux et des composantes principales : on recherchera par exemple les individus oppo-
sés le long d’un axe.

Il est trés utile aussi de calculer pour chaque axe la contribution apportée par les divers
individus 2 cet axe. Considérons la ™ composante ¢, ; soit ¢, 1a valeur de cette composante
pour le 7™ individu. On a :

EP,' C%; = A

i=1
La contribution de I’individu 7 a la composante c;. est définie par :

pPicC %i
Ag

La considération des contributions, quand elles ne sont pas excessives, aide a I'interpré-
tation des axes.

Normalement, et ceci surtout pour les premiéres composantes, il n'est pas souhaitable
qu'un individu ait une contribution excessive car cela serait un facteur d’instabilité, le fait de
retirer cet individu modifiant profondément le résultat de 1’analyse. Si ce cas se produisait il
y aurait intérét a effectuer 'analyse en €liminant cet individu puis en le mettant en élément
supplémentaire, s’il ne s’agit pas d'une donnée erronée (erreur de saisie . . .) qui a été ainsi
mise en évidence.

Cette remarque est surtout valable lorsque les individus constituent un échantillon et ne
présentent donc pas d’intérét en eux-mémes.

Lorsque les poids des individus sont tous égaux i 1/n les contributions n’apportent pas
plus d'information que les coordonnées.

Lorsque i est grand, il est souvent possible de considérer que les coordonnées sur une com-
posante principale (du moins pour les premiéres composantes) qui ont pour moyenne O et pour
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2
. T . Cik —_
variance la valeur propre, sont distribuées selon une loi de Laplace-Gauss. Alors — est distribug
%

2

o N g S
comme un x> i un degré de liberté et la contribution — )\—" a une probabilité 0.05 de dépasser
n A

3.84/n. On pourra donc considérer qu'un individu a une contribution significative si elle
dépasse 4 fois son poids.

7.3.3.3  Effet « taille »

Lorsque toutes les variabies x; sont corrélées positivement entre elles, la premiére com-
posante principale définit un « facteur de taille ».

On sait qu'une matrice symétrique ayant tous ses termes positifs admet un premier vecteur
propre dont toutes les composantes sont de méme signe (théoréme de Frobenius) : si ’on les
choisit positives la premiére composante principale est alors corrélée positivement avec toutes
les variables et les individus sont rangés sur I’axe 1 par valeurs croissantes de ’ensemble des
variables (en moyenne). Si de plus les corrélations entre variables sont toutes de méme ordre
la premiere composante principale est proportionnelle & la moyenne des variables initiales :

La deuxiéme composante principale différencie alors des individus de « taille » semblable :
on ’appelle facteur de « forme ».

7.3.4 Interprétation externe : variables et individus
supplémentaires, valeur-test

Les interprétations fondées sur les remarques précédentes présentent le défaut d’étre
tautologiques : on explique les résultats i I’aide des données qui ont servi 2 les obtenir.

On risque de prendre pour une propriété des données ce qui pourrait n’ &tre qu’un artefact
di & la méthode : il n’est pas étonnant par exemple de trouver de fortes corrélations entre la
premiére composante principale ¢! et certaines variables puisque ¢! maximise :

il'z(c ; X7)

j=1

On n’est donc pas siir d’avoir découvert un phénomeéne significatif.,

Par contre si I'on trouve une forte corrélation entre une composante principale et une varia-
ble qui n’a pas servi a I’analyse, le caractére probant de ce phénoméne sera bien plus élevé.
D’ol la pratique courante de partager en deux groupes 1'ensemble des variables : d’une part
les variables « actives » qui servent a déterminer les axes principaux, d’autre part les variables
« passives » ou supplémentaires que 1’on relie a posteriori aux composantes principales.

On distinguera le cas des variables numériques supplémentaires de celui des variables
qualitatives supplémentaires.

Les variables numérigues supplémentaires peuvent étre placées dans les cercles de corréla-
tion : il suffit de calculer le coefficient de corrélation entre chaque variable supplémentaire
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y et les composantes principales ¢!, ¢ .... On peut alors utiliser les résultats du chapitre
précédent pour détecter une corrélation significative.

Une variable qualitative supplémentaire correspond a la donnée d’une partition des n indi-
vidus en k catégories : on peut faire apparaitre par des symboles différents les individus de
chaque catégorie sur les plans principaux. En général on se contente de représenter chaque
catégorie par son centre de gravité : on peut alors mesurer au moyen du rapport de corréla-
tion la liaison entre une variable qualitative supplémentaire et une composante principale et
vérifier son caractere significatif au moyen du F de Fisher-Snedecor (voir chapitre 6).

Cependant la pratique la plus efficace consiste & calculer ce que I’on appelle la valeur-
test associ€e a chaque modalité ou catégorie supplémentaire qui mesure sur chaque axe
la différence entre la moyenne des individus concernés et la moyenne générale (nulle
par construction puisque les composantes principales sont centrées). Plus précisément il
s'agit de la différence divisée par I'écart-type correspondant au raisonnement suivant (voir
chapitre 12 et 20) : si les »; individus de la catégorie 7 étudiée avaient été tirés au hasard avec
probabilités égales parmi les n de I’ensemble étudié, la moyenne de leurs coordonnées sur

. ) . . Nt — .
I'axe n°k serait une variable aléatoire d’espérance nulle et de variance — —l' car le tirage
n;n—
est sans remise. La valeur-test associée a la coordonnée «;; du centre de gravité est alors :

i
Xk n—n;
Un,» n—1
En se référant a la loi de Laplace-Gauss, ce qui se justifie si n; est assez grand, on déci-

dera qu’une modalité occupe une position significativement différente de la moyenne géné-
rale si en valeur absolue, la valeur-test dépasse 2 voire 3.

On peut également ne pas faire participer a |’analyse une partie des individus (on calcule
les corrélations sans eux) ce qui permettra de vérifier sur cet échantillon-test des hypothéses
formulées aprés une ACP sur les individus actifs. 11 est d’ailleurs immédiat de positionner de
nouveaux individus sur les axes principaux puisqu’il suffit de calculer des combinaisons
linéaires de leurs caractéristigues.

7.4 EXEMPLE

Les données concernent les caractéristiques de 18 véhicules (anciens...) et figurent dans
le tableau 17.1 page 428.

Pour I'analyse en composantes principales, les variables « finition » (qualitative) et « prix »
ont été mises en éléments supplémentaires, il y a donc 6 variables actives.

7.4.1 Valeurs propres

Comme les variables sont exprimées avec des unités différentes, on effectue I'ACP sur
données centrées réduites, ce qui conduit a chercher les valeurs et vecteurs propres de la
matrice de corrélation R présentée en 6.1.2.3.
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Les calculs ont été effectués avec le logiciel SPAD version 5.6

DIAGRAMME DES

6 PREMIERES VALEURS PROPRES

7mmL'analyse en composantes principales:

I NUMERO VALEUR | EOQURCENTAGE | POURCENTAGE
PROERE ; CUMULE
1 4.4209 73.68 :: 73.68 PR AW kR KRR H kK w ok AR w kAR AWk Nk A Rk kW A
2 U.8561 14.27 i 27.95 KRRkt dr
3 i 0.3731 6.22 i 94.17 Mk
4 0.2239 3.57 97.73 xrk
5 0.0928 1.55 99.2 "
6§ i 0.0433 0.72 i 100.00 *

m—————

L'application des criteres de choix de dimension (§ 7.3.2) ne conduirait 4 retenir qu’une
seule valeur propre, ce qui morntré bien leurs limites. Nous conserverons deux dimensions—
représentant 88 % de 1'inertie. Remarquons que les intervalles d’ Anderson des valeurs pro-
pres suivantes sont tous en dessous de I.

INTERVALLES A 0.95

;: NUMERQO BORNE INFERIEURE VALEUR PROPRE BORNE SUPERIEURE
P 5 1.4488 4.4209 7.3929
- § 0.2806 0.8561 1.4316
o3 i 0.1223 0.3731 0.6239
by ! 0.0701 0.2139 0.3577
P 0.0304 0.0928 0.1552

7.4.2 Interprétation des axes

Le tableau suivant ainsi que le cercle des corrélations montrent un effet « taille » sur le .
premier axe qui va donc classer les individus selon leur taille. Le deuxiéme axe s’interpréte
aisément comme opposant les véhicules sportifs aux autres.

VARIABLES CORRELATIONS VARIABLE-~FACTEUR

IDEM - LIBELLE COURT 1 3 4 5

Cyli - cylindrée 0.89 -0.11 0.22 -0.37 —0.05
Puis - puissance 0.89 -0.38 0.11 0.17 0.09
Long - longueur 0.89 0.38 —0.04 0.13 —-0.22
Larg - largeur 0.81 0.41 -0.37 —0.10 0.15
Poid - poids 0.91 0.22 0.30 0.14 0.09
Vite - vitesse 0.75 -=0.57 —=0.30 0.03 -0.06
Prizx - prix 0 —0.09 0. 0.23 0.16

77




7mal'analyse en composantes principales 179

Représentation des variables guantitaiives dans le premier plan facloriel

ap

Facteur 2

largeur
0.4 T longueur
\
poids
0
prix |
cylindree

04 1 /puissance

vitesse

-08 1 /
0 0.4 0

-0.8 -0.4

.8 Facteur 1

La prise en compte des variables supplémentaires montre en outre que la premiére com-
posante principale est liée a la qualité et au prix.

Tttt [ ] .
) i
MODALITHES : i COORDOMIEES
; U S
IDEN - LIBELLE EFF. P.ABS i 2 2 5 < H 1 2 2 1 5 DISTO
S SR s -
Einition )
)
F=H - Finition=o 7 7.00 0.4 —0.2 =-0.5 =1.b6 —=0.8} D.24 =-0.05 =0.11 -0.22 -—0.08) 0G.12
3
H
F=M - finiticn=Y 5 .00 1 —2.4 0.1 0.3 =0.3 =0.% 5*2 e 0.02 0.7 -0.06 —0.0€ §.02
H
I
F=7% - {initicn=T3 6 4.00 1.8 0.1 9.4 1.% 1.3 E 1.3% 0.03 .47 .30 0.14 2.08
H

7.4.3 Plan principal

Le tableau suivant fournit les composantes principales et les indices associés. Les indi-
vidus les plus influents sur ’axe 1 sont rEnaULT-30-Ts et ToYoTA-COROLLA QUi 8’ opposent
par leur taille et sur 'axe 2 avrasup-ti-1350 et anrerra-1.66 , véhicules sportifs
italiens.
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IHDIVLIIRS CGOHDOMHERS COMTRIBUTLONS COSTNUS CAR

: !

TDENTIFICATEUR 1 2 3 q 5 1 2 3 i 5 1t 2 3 4 501
ALFASUD-TI-3350 -2.14 =1.79 =0.57 =0.20 0.30 5.7 2007 4.9 1.1 5.4 0.56 0,39 0.01 0.00 0.0L |
AUDL-100~T 1.56 1.53  —1.32 -0.15 3.1 15.1 25.8 1.2 1.3 } 37 0.35 0.26 0.01 0.00
SINCA-1307-GLS 5.56 2.1 -1.12 0.67 —0.46 6.17 0.38 1.6 3.0 3.1 0.7 B.4 | 0D.58 0.21 0.10 0.01 0.07 |
CITROEN-GS-CLUR 5.56  G.78 -3.57  =0.11  =0.15 ¢.02 —0.23 .3 0.1 0.3 0.0 3.1 0.98 £.00 0.00 O0.00 0,01 |
F1a7-132-16006LS  5.56 1,17 0.43 =0.70 0.19 0.63 —0.18 0.2 3.z 0.6 10.2 4.2 0.16 0.41  0.03 0.34 0.06 |

! LANCTA-BETA-1300 5,56  1.13 —=0.30 0.20 —0.68 0.56 0.45 : 0.1 0.2 6.8 8.0 1i.9 0.08 0.03 0,40 0.27 0.17 §
| PEUGEQT-501 5.56  1.51 68 .93 0.26  —0.20 —0.31 0.6 5.6 1,0 1.1 31 0.56 0.04 0.03 0.03
| RENAULT-16-TC 5.56  5.64 —-1.95 0.34 0.62 =—0.53 —0.29 1.8 6.2 5.7 10.3 { 6.67 0.17 0.07 0.07 .02 |
| REMAULC-30-T5 5.56 21,79 4.1 —1.06 0.59  —0.85 0.37 i 24,4 7.3 5.2 18.6 C.A9 0.05 0.02 0.03 0.01 |
TOYQTA-COROLLA 5.56  16.28 -1.99  —0.24 0,30 —0.27 =0.28 | 20,0 0.4 1.4 1.8 0.98 0.00 0.01 0.00 0.00 |
ALFETTA-1.66 5.56 4.4 0.44 -1.91 =0.02 0.76 —0.17 i 0.2 237 0.0 15.0 1.7 0,04 0.82 0.00 0.13 0.01 ¢
| DRLHCESS-1BU0-HL  5.56  1.95 1.0 0.84 —0.30 0.18 1.3 .6 0.7 2.4 2.0 0.53 Q.36 0.02 0.05 0.02 |
! parsum-200L 5.56  11.1% §  2.94 0.56 0.77  =0.05 10.9 2.9 23.0 15.5  D.2 0.78 0.03 0.14 0.05 0.00 |
{ TaUNIE-2000-GL 5.56  2.45 1.31 —0.49 -0.58 0.07 {1 2.2 3.5 1.2 4.8 0.3 0,70 0.10 0.03 0.14 0.00 §
RANCHO 5.56  1.96 -0.69 0.90 0.63 0.38 0.38 0.6 5.2 5.9 3.3 .5 0.24 0.41 0.20 0.07 0.07 |
MAZDA-G295 5.6 0.6B 0.3% —0.36 0.08 —0.10 -—0.53 0.2 0.8 0.1 D.3 16.6 0.22 ©0.13 0.0l 0.02 Q.41 |
OPEL-REKORD-L 5.56  6.08 2.29  -0.10  —0.80 —0.24 —-D0D.25 & 6.6 0.1 9.4. 1.5 6.9 0.86 0.00 0.10 0.0L 0.02 !
LADA-1300 5.56  7.82 -2.71 0.14 0.57 —0.10 0.38 9.2 0.1 7.0 0.2 B 0.93  0.00 D0.04 D.00 0.02
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Le plan principal donne la projection des 18 individus ainsi que les barycentres des moda-
lités de la variable « Finition ».

gacteur 2 - $4.275%

[ []
150 ; AUDI-100-L
RENAULT-16-TL HANGHO PEUGEOT-504
b :
0.75 SIMCA-1307-GLS : PRINCES.S~1BDO-HL
’ ° H DATSUN-200L
LADA-1300 LANCIA-BETA-1300
° Finition=1! o H’nm&v:TB
o .nF:ma"B ........................... s
a CITROEN-GS-CLUB i = OPEL-REKOAD.L
- : [)
TQYOTA-COROLLA  aToao2s e
H TAUNUS-2000-GL
078 T | FIAT-132-1600GLS
i RENAULT-30-T¢
-1.50
s i
ALFASUD-TL 1350, {ALFETTA-186 )
-3.0 -15 0 15 30

Facleur 1 - 73.68%

7.5 ANALYSE FACTORIELLE SURTABLEAUX
DE DISTANCE ET DE DISSIMILARITES

Ces méthodes (multidimensional scaling) ont le méme objectif que I’ ACP : trouver une
configuration de n individus dans un espace de faible dimension, mais les données de départ

- . . nin — 1) -
sont différentes ; ici on ne connait que les 5 distances, ou dissimilarités entre indi-

vidus, et non les variables les décrivant. Le cas oi1 I’on dispose d’une véritable distance eucli-
dienne entre individus n’est qu'une version de I’ ACP. le cas de dissimilarités conduit & des
techniques originales.

7.5.1 Analyse d’un tableau de distances euclidiennes
7.5.1.1  La solution classique

Soit A le tableau /1 X n des carrés des distances entre points :
dy = dj et d; =0

Si d est euclidienne, chaque individu peut étre représenté dans un espace de dimension p

(pour I'instant inconnue) par un point e tel que :
dj = (e; —e)(e;— ¢)

On peut en effet toujours supposer M = I sinon on s’y raméne par la transformation T telle
que M = T'T. Si 'on place I’origine au centre de gravité, les produits scalaires w; = (e; ; e;)
sont alors enticrement déterminés par les d.
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n

>di. = 21 ot [ est I'inertie
=y

{ —

J 1
Supposons p; = l/n  Vietposons d?, = - Y dietd® =
n j=1
du nuage.

On a alors la formule de Torgerson :

1 . 2

) , !
di = lled® + liell* = 2wy soitwy = —>(~dj + Jle|* + Jie;[*)

En effet :

dlol:
q o o
dir = |le|* + ;2 lel? car  Xwy=(e;; Xe) =0
7 7 7

car ’origine est au centre de gravité.
On a donc df = ||e;||* + I et de méme d = | e;||* + I d’olt la formule par substitution.

!

1
Matriciellement W = —;)-AAA ol A est I'opérateur de centrage A = 1 — — il y adonc
2 n

double centrage en ligne et en colonnes de A.

1
On sait que les vecteurs propres de WD (ici - W) sont les composantes principales du
n

nuage des n points.

Connaissant uniquement les distances d;;, on peut donc calculer les composantes principa-
les, et faire une représentation euclidienne de 1’ensemble des points dans un espace de dimen-
sion fixée, car les composantes principales ne sont autres que des listes de coordonnées sur
une base orthogonale. LLa dimension de 1’espace est alors égale au rang de W : on vérifiera
que d est euclidienne si W a toutes ses valeurs propres positives ou nulles. Remarquons que

rang W < — | car 1 points sont dans un espace de dimension 7 — 1 au plus.

7.5.1.2  Une transformation permettant de passer d’une distance
non euclidienne & une distance euclidienne

Si d n’est pas euclidienne, ce qui se produit quand W a des valeurs propres négatives la
méthode de la constante additive permet d’en déduire une distance euclidienne. II existe en
effet une constante ¢, telle que 37 = dj + c* avec §; = 0, soit euclidienne.

La matrice W associée a 8 est alors telle que :

W, =W, + W,
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0cctc?
1 20 1
W, = —A|° A=—-Ac(11' - DA
- 2
c” 0
11’ 2A el 2
comme A =1I--— W = *C,, ((n = DI — nAA = _% ((n — DA — nAA = CTA
n Z A 2

car A?‘ = A.
Les vecteurs propres associés a des valeurs propres non nulles de W, sont centrés. Comme
A est I'opérateur de centrage, ils sont vecteurs propres de W, avec pour valeur propre ¢*/2.

Aux vecteurs propres de W, correspondent les vecteurs propres de Wy avec pour valeurs
propres A ++ ¢?/2. 1l suffit donc de prendre ¢* = 2|\, | oli \,, est la plus petite valeur propre
de W, (ici négative) pour que & soit euclidienne.

Remarquons que cette méthode permet également de transformer une dissimilarité (pour
" Jaquelle I'inégalité triangulaire n’est pas vérifiée) directenent en une dislance euclidienne
mais sans doute au prix d’une déformation importante des données.

La méthode précédente (la plus connue) ajoute donc une constante aux carrés des distan-
ces. F. Cailliez a résolu en 1983 le probléme consistant & ajouter la plus petite constante a
Ia distance d’origine : cette constante est la plus grande valeur propre de la matrice carrée

2w,
-1 —4Wy3

remplacés par les distances.

suivante de taille 2n ( > ot W, est la matrice de Torgerson ou les carrés sont

752 Le « MDS »
7.5.2.1  Analyse d’un tableau de dissimilarités

Lorsque les d; ne sont pas des distances mais seulement des mesures de proximité ot
I'information est de nature ordinale, il est souvent préférable d’utiliser des méthodes semi-
métriques de positionnement (mulftidimensional scaling) qui consistent a rechercher une
configuration de n points dans un espace euclidien de dimension fixée telle que les distances
3 entre ces points respectent au mieux I’ordre défini par d : si d; < dy;, on cherche & avoir
9; < 8y pour le maximum de points.

Dans I’algorithme MDSCAL de J. B. Kruskal, on cherche & minimiser la quantité suivante
appelée stress :

._2(50- — M(dy)
min =2

e M E(Bij)l
ij

olt M est une application monotone croissante.

La méthode est alors la suivante : on part d’une configuration euclidienne obtenue par
exemple a I'aide de la formule de Torgerson avec constante additive et on cherche alors
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les M(dy) tels que 2(8,] — M(d )" soit minimum. Ce probléme admet une solution unique
iJ

(régression monotone) et on en déduit une valeur du stress. On modifie ensuite la configu-
ration au moyen de petits déplacements des points selon une méthode de gradient pour
diminuer le stress. On repasse ensuite a la phase de régression monotone, etc., jusqu’i

convergence. :

Une différence fondamentale avec I’analyse d’un tableau de distance euclidienne par ACP
est que la dimension de I'espace de représentation doit étre fixée & I'avance et que les solu-
tions ne sont pas emboitées : 1a meilleure représentation & trois dimensions ne se déduit pas
de la meilleure représentation a deux dimensions en rajoutant un troisiéme axe. Par ailleurs
les distances dans 1'analyse de Torgerson sont toujours approximées “par en dessous” car la
projection raccourcit les distances. La solution du MDS est définie 4 une transformation -
orthogonale prés (rotation, symétric, etc.).

"7.5.2.2 " Analyse de plusieurs tableaux de distances

Pour les mémes n individus on dispose de g tableaux de distances ou de dissimilarités (par
exemple ¢ juges donnent leurs appréciations sur les mémes objets). Le modele INDSCAL
développé par I.D. Carroll permet de donner une configuration unique des n points et
d’étudier les différences entre juges. On se raméne tout d’abord a g matrices de distances
euclidiennes par la méthode de la constante additive A', A%, ..., A% on note d{’ la distance
entre les objets 7 et j pour le tableau .

Le modele INDSCAL postule que :
(df}'))l#E mfP (xh— x))?
I=1

En d’autres termes il existe une configuration dans un espace a r dimensions pour les
objets (coordonnées x?), les juges utilisant des métriques diagonales différentes :

M® = m 0
0 -m®

c’est-a-dire pondérant différemment les dimensions sous-jacentes. Il s’agit donc de trou-
ver une dimension r, les métriques M® et la configuration X approchant le mieux les
données A®. On convertit tout d’abord les tableaux A® en tableaux W® de produits scalai-
res par la formule de Torgerson et on pose :

r

> mPralbl + ¢

k —
H!i’_ =

~

Si les m et les a sont connus on estime les b par les moindres carrés. Ensuite on estime les
m en fixant a et b, puis les a en fixant les m et les b, etc. Les propriétés de symétrie des
tableaux W® impliquent que les a et les b sont cohérents (a! = b!) et 1'algorithme converge.
Rien ne prouve cependant que les 7§ obtenus soient positifs mais I’expérience montre qu'’il
en est ainsi dans la plupart des cas avec r faible.
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7.6 EXTENSIONS NON LINEAIRES

L’ ACP est une méthode linéaire au sens ol les composantes principales sont des com-
binaisons linéaires des variables initiales et aussi parce qu’elle est basée sur les coefti-
cients de corrélation linéaire. Si les relations entre variables ne sont pas linéaires, 1" ACP
échoue en général a représenter correctement les données et a extraire de nouvelles varia-
bles intéressantes. On sait en effet que le coefficient de corrélation linéaire peut étre
faible en présence de liaisons fortement non linéaires (cf. chapitre 6). La solution est alors
de transformer les variables préalablement a I’ACP, afin d’obtenir des corrélations plus
glévées et se rapprocher de la linéarité, ce qui revient & se rapprocher de la normalité
(cf- chapitre 3 page 84).

7.6.1 Recherche de transformations séparées

Il est bien sur possible et souvent recommandé d’utiliser des transformations analytiques
classiques (logarithme, puissance, etc.), mais elles ne sont pas forcément optimales. Cette
notion d’optimum doit étre précisée : on cherchera en général & maximiser le pourcentage
d’inertie expliquée par les g premiers axes. La plupart du temps ¢ = 2, mais ¢ = 1 cor-
respond 2 des solutions intéressantes.

Pour une variable donnée x; I’ensemble des transformations ®,(y;) réguliéres (au sens
de carré intégrable) est bien trop vaste : il est de dimension infinie et conduit & des
solutions indéterminées si n est fini, méme en imposant que la variable transformée soit
centrée-réduite("). On se restreindra a des ensembles de transformations correspondant &
des espaces vectoriels de dimension finie. Les transformations polynomiales de degré
fixé conviendraient mais ont 1’inconvénient d’étre trop globales et rigides. On leur préfé-
re des transformations polynomiales par morceaux appelées fonctions splines.

Soit x une variable définie sur [a, b] et & points intérieurs réguligrement espacés ou non,
on appelle spline de degré d a k noeuds une fonction S(x) qui sur chacun des & + 1 interval-
les est un polynéme de degré d et est d — 1 fois dérivable si d > 1, ou seulement continue si
d = 1 (linéaire par morceaux).

Les splines de degré 2 ou 3 sont souvent utilisées pour leur aspect « lisse ».

Les splines permettent d’approcher toute fonction réguliére.

Il est facile de montrer que les splines de degré d & k nauds forment un espace vectoriel
de dimension & + k + |. Tout d’abord les combinaisons linéaires de splines de degré d a k
nceuds sont encore des splines de degré o 4 k nceuds. Sur I'intervalle I, le polyndme est libre

lemDans le cadre de 'ACP entre variables aléatoires (n1 infini) fe probléme admet la solution suivante (sans démonstra-
tion) liée a 'analyse canonique généralizée de |.O. Carroll. La premiére composante principale ¢ des variables transformées

p
de facon optimale vérifie rD%?cE;pZ(c » ®, (x1)). Pour c fixé max pd(c; M, (x!)) est atteint pour P(x/) = E(c/x). c est
= ;

5
donc tel que hc = ¥ E(c/x!) avec N maximal.

=1
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FiGURE 7.8

et dépend de 4 + | paramétres, mais sur chacun des k intervalles suivants, les conditions de
raccordement (continuité et dérivabilité d — 1 fois) ne laissent plus qu’un parametre libre,
d’ot1 le résultat. Puisque ’ensemble des transformations spline est un espace vectoriel, on_
peut exprimer toute fonction S(x) comme une combinaison linéaire de d + k + 1 éléments
d’une base, ce qui revient dans un tableau de données X & remplacer chaque colonne-varia-
ble par £ + k + 1 colonnes. On utilisera pour sa simplicité une base permettant des calculs
rapides : les B-splines. En voici deux exemples en supposant que a =0 et b = 1 avec des
nceuds régulierement espacés.

Les splines de degré 0 qui correspondent & des transformations constantes par morceaux
(fonctions en escalier) :

Bix) = 1sixel;
Bj(x) = 0 sinon
La variable x est alors remplacée par un tableau disjonctif.

1 .........

[ EERTTIERR R RO R

1 12 13 | 4

FIGURE 7.9

Les splines de degré | correspondent a des transformations continues, linéaires par morceaux. La figure 7.10 donne
les cing fonctions de base associées a trois nceuds.
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B)=1—(k+ xsive/

B,(x) = 0 sinon

By(x) =2 —(k+ Dxsixel,

B,(x) = 0 sinon

Bi(@) = (k+ Dy = (j— Dsixe] ; ;
Biw(¥) =j + 1 = (k+ Dxsixely, L """"""""""

Bj.i(x) = 0sinon 0

[Bz(-") =(k+ l)xsix el

Bk_'.:(d\') = (k + l)x — ksixe Ik-l'l t
~ | Bpss(x) = 0 sinon I 2
FiGure 7.10 Les splines de degré 1

Nous ne donnerons pas les formules pour les degrés supérieurs, car de nombreux logiciels
les intégrent. Etant donné un point x seules d + 1 fonctions de base sont non nulles et de
somme égale 4 1 (codage « flou »).

La recherche de la transformation de chaque variable ou combinaison linéaire des
B-splines. maximisant ’inertie du premier axe de I’ACP s'obtient en effectuant simple-
ment I’ ACP du tableau augmenté a n lignes et p(d + k + 1) colonnes. La maximisation de
la somme des inerties sur g axes requiert un algorithme plus complexe que nous ne
détaillerons pas ici.

Les tranformations splines ne sont pas monotones : on peut aisément y remédier si I’on veut
des transformations bijectives. Les B-splines étant positives leurs primitives sont alors des
fonctions splines croissantes de degré augmenté d’une unité (I-splines) ; on effectuera alors des
combinaisons linéaires & coefficients positifs (¢f. J.0. Ramsay, 1988).

7.6.2 La « kernel-ACP »

Cette méthode récente (B. Scholkopf ef al., 1996) consiste & chercher non plus des trans-
formations séparées de chaque variable mais i transformer tout le vecteur x = (x}, X%, .. ., X").
Chaque point de E est alors envoyé dans un espace ®(E) muni d'un produit scalaire. La
dimension de ®(E) peut étre trés grande et la notion de variable se perd. On effectue alors une
analyse factorielle sur tableau de distances entre points transformés selon la méthode de
Torgerson qui revient & I’ ACP dans ®(E). Tout repose sur le choix du produit scalaire dans
®(E) : si I'on prend un produit scalaire qui s’exprime aisément en fonction du produit scalaire
de E, il n’est plus nécessaire de connaitre la transformation ® qui est alors implicite. Tous les
calculs s’effectuent en dimension 2.
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Soit k(x,y) un produit scalaire dans ®(E) et <x,y> celui de E. Les choix suivants son¢
couramment utilisés :

k(e y) = ((x,y) +c)
RN G E ]
k(x, vy = ew( T og?
k(x,y) = tanh({x, y) +¢)
Il suffit alors de remplacer la matrice W usuelle par celle ol chaque terme est k(x, y), de

la centrer en lignes et colonnes et d’en extraire les vecteurs propres pour obtenir les compo-
santes principales dans P(E).

Pour que k(x,v) soit bien un produit scalaire, on doit vérifier les conditions de Mercer quif:r
signifient que toute matrice symétrique de terme k(x,y) doit avoir des valeurs propres positi- :
ves ou nulles.




L’analyse canonique
et la comparaison
de groupes de
variables

8.1 ANALYSE CANONIQUE POUR DEUX GROUPES

Lorsque # individus sont décrits par deux ensembles de variables (en nombre p et g
respectivement) on cherche A examiner les liens existant entre ces deux ensembles afin de
__savoir s'ils mesurent ou non les mémes propriétés.

m Exemples : Les deux groupes de notes des disciplines littéraires et scientifiques ; des
résultats d’analyses médicales faites par deux laboratoires différents.

Le tableau de données analysé est donc de la forme suivante :

12 opl1l 2 g

N —

nL i

On considere alors les deux sous-espaces de R" engendrés par les colonnes de X, et X,
respectivement :

W, = (x|x = X,a} et W, = {yly = X:b}

W, et W, sont les deux ensembles de variables que I’on peut construire par combinaisons
linéaires des variables de deux groupes. Ces deux espaces peuvent étre appelés « potentiels
de prévision » (Cailliez, Pages, 1976).

Si ces deux espaces sont confondus cela prouve que [’on peut se contenter d’un seul des
deux ensembles de variables, car ils ont alors méme pouvoir de description ;: s'ils sont ortho-
gonaux, c'est que les deux ensembles de variables appréhendent des phénomeénes totalement
différents. Ces deux cas extrémes étant exceptionnels, on étudiera les positions géométriques
de W, et W, en cherchant les éléments les plus proches, ce qui permettra en particulier de
connaitre dim(W, N W).
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Si les applications directes de 1’analyse canonique sont peu nombreuses, elle n’en constitye :
pas moins une méthode fondamentale car sa démarche (rechercher des couples de variables e -
corrélation maximale) se retrouve dans d’autres méthodes comme 1’analyse des correspondan-* :
ces, la régression multiple, I’analyse discriminante : si la dimension ¢ de I'un des groupes .
de variables est égale a 1, I'analyse canonique est équivalente a la régression linéaire multiple
étudiée au chapitre 17. Si un des groupes est composé des g variables indicatrices d'une
variable qualitative (données réparties en g catégories) et I'autre de p variables numériques,
I"analyse canonique conduit & I'analyse factorielle discriminante présentée au chapitre 18. Si
les deux groupes des variables sont composés respectivement des indicatrices de deux varia-
bles qualitatives & p et g catégories, on obtient ’analyse des correspondances présentée ay
chapitre 9. =

8.1.1 Recherche des variables canoniques

~ On supposera que R" est muni de la métrique D. La technique est alors la suivante : |
chercher le couple (§;, m,) dé vecteurs normés ot &, € Wyetn, € W, forment I'angle le plus..
faible ; £, et v}, sont des combinaisons linéaires respectives des variables du premier et du
second groupe appelées variables canoniques. :

On recherche ensuite un couple (&,, M) avec £ D-orthogonal 4 & et n, D-orthogonal
1, tels que leur angle soit minimal et ainsi de suite. On obtient ainsi les p couples de variables
canoniques (on posera p = dim W, et g = dim W, avec p = g). :

Notons A, et A, les opérateurs de projection D-orthogonale sur W, et W, respectivement.

Il est facile de vérifier que les expressions matricielles explicites de A, et A, sont .
(sidimW, =petdim W, =¢):

A, = X,(X\DX) XD
A, = XH(X4DX,) 7' XD

8.1.1.1 Etude de la solution dans R"

11 s’agit de rechercher deux vecteurs &, et m; de W,, tels que cos (n,, &,) soit maximal.
En supposant pour I'instant que m; et £, ne sont pas confondus, on voit géométriquement

Ficure 8.1
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que M doit étre tel que Am, sa projection sur W, soit colinéaire a §,. En effet, 1'élément
le plus proche de m, est la projection D-orthogonale de m, sur W,. Réciproquement, n, doit
atre 'élément de W5 le plus proche de §&; (ou de Am), donc m, doit étre colinéaire a
AgAlnl'

Notre probléme revient donc a trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de A-A,
puisque AAm, = \m,.
' Inversemerit, il est immédiat que &, est vecteur propre de A A, associé & la méme valeur
~ propre.

A, représente le carré du cosinus de P'angle formé par w, et &, ce qui entraine
M=L

Le cas \; = 1 nous donne &, = m,, donc m, € W,NW,.

Les vecteurs propres de A, A, appartiennent & W, :

— en effet, en prémultipliant A,Am, = A\m par A, on trouve puisque A3 = A,,
. A-Am = MAm, donc Ay = W5

— on trouve de mé&me que les vecteurs propres de A A, appartiennent & W,.

Montrons que A,A, est diagonalisable : puisque les vecteurs propres de A,A, appartien-
nent nécessairement a W, il suffit d’étudier la restriction de A,A, 3 W,.

THEOREME
L La restriction de A,A; a W, est D-symétrique.

Si nous notons (x : y ) le produit scalaire associé i la métrique D :
(x:y)=xDy
il faut montrer que quel que soit x, ye W, :

(x;AA Y)Y =(AAX:y)
ona: (x;A-Ay)=(A;x;A;y) carA,estD-symétrique
=(x:Ay) carx € W,
= (A;x.y) car A, est D-symétrique
=(Ax;Ay) caryeW,
= (A-A|x;y) car A, est D-symétrique c.q.f.d.

Ceci entraine que la restriction de A,A, & W,, et par suite A,A, est diagonalisable, ses
vecteurs propres sont D-orthogonaux et ses valeurs propres A; sont réelles. De plus, les
\;sont = 0 car A, et A, sont des matrices positives.

AyA| posseéde au plus min (p. g) valeurs propres non identiquement nulles. L' ordre
de multiplicité de X, = 1 est alors la dimension de W,N\W, ; les vecteurs propres associés
a des valeurs propres nulles de rang inférieur 3 ¢ engendrent la partie de W, D-orthogonale
aw,.
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Les vecteurs propres & et 1; D-normés de A A, et de A-A,; sont associés aux mémeg:
valeurs propres et vérifient les relations suivantes :

—
AA M = N \[x;"]i = A.§

AALE = N ‘K.E, =Am;
n;Dn; =0 et E£DE =0 pour i#j
qui entrainent de plus :

n;D§; =0 pour i#j

8.1.1.2 Solutions dans R’ et R’

Les variables canoniques £; et m; s’expriment comme combinaisons linéaires des colon— F
nes de X, et X, respectivement : :

£ =Xa; et mn; = X,b;

Les a; et b, sont les facteurs canoniques qui s’obtiennent directement de la maniére
suivaante :

A= NE & AAXa = MK,
en remplacant les projecteurs par leur expression on a :
X, (X DX;)"'X|DX,(X', DX,)"'X, DX, a; = A X)a;

Si le rang de X, est égal au nombre de ses colonnes, on peut simplifier de part et d’autre
par X, (multiplication par (X X,)7'X}) et on trouve :

(XiDX )" X DX,(X,DX,) "' X5 DXja; = N,
et de méme : (X4 DX.)" X4 DX (X}, DX,)""X, DX4b; = \b;

Dans le cas ol toutes les variables sont centrées :
X D1 =X'D1 =0 .
les matrices X ;DX s’interprétent comme des matrices de covariance. On note usuellement :
vV, = X|DX, V., = X|DX,
Vi = X5DX, Vo = X5DX, = (V)

Les équations des facteurs canoniques s’écrivent alors :

VilViaVEVaa; = \a
VH'Vy Vi'Viab, = \b;

et les valeurs propres \; sont les carrés des coefficients de corrélation canonique entre les
variables canoniques. Sur le plan pratique, on diagonalisera évidemment la matrice de talllc
la plus faible.
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Commeona: & = Xa;, et m; = X,b;si’ondésire que les variables canoniques soient
de variance unité, on normera les facteurs principaux de la maniére suivante :

E;Vnaf =1 et b} Vab; :1_\

1 1
On en déduit : b; = —=Va'Vaa, et a; = —= V'Vsb,

W W

Comme seuls comptent les sous-espaces W, et W5, il est équivalent de travailler avec des
variables de variance 1. On utilisera donc en général les matrices de corrélation R, Ry,, etc
i la place des matrices de variance.

8.1.2 Représentation des variables et des individus

~ Deux sortes de représentations sont possibles selon qu’on choisit les variables canoniques

de W, ou de W.. Si I’on fait choix de W, on représentera 1'ensemble des variables de départ
D-normées (colonnes de X, et de X,) en projection sur la base D-orthonormée formée
par les &;.

En particulier, la projection sur le plan engendré par &, et §, donne un cercle des cor-
rélations (fig. 8.2) car, si les colonnes de X, sont D-normées ainsi que celles de X, les
composantes sur la base des & sont les coelficients de corrélation entre les variables
initiales et les variables canonigues.

FiGURE 8.2

Si x; est 1a k**" colonne de X, on a x; D&, = xDX,a, ; le coefficient de corrélation entre
x; et & est la K™ composante de V,, a, car x, est égal 3 X3, ol §; est le vecteur de R”
dont toutes les composantes sont nulles sauf la £ qui vaut 1.

Si y; est Ia /®™ colonne de X, :
yi DE; = 8; X5 DXa,

la corrélation entre y, et & est alors la /*™ composante de V,a; ou encore la /™ compo-
sante de \K,Vﬂbi.
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Si les colonnes de X, et X, ne sont pas D-normées il faut diviser les expressions préc
dentes par les normes de x, ou y,.

Les représentations sur (§;, &) et (m;. M,) sont d’autant plus voisines que \; et \5 so
proches de 1.

Pour les individus deux représentations des individus sont possibles selon les variableg’
canoniques choisies. '

Si I'on choisit le plan défini par (£, &) les coordonnées du j&" point sont les j&™ com..
posantes des variables canoniques §, et &-.

8.1.3 Test du nombre de variables canoniques significatives

On peut arréter I’extraction des valeurs propres et des vecteurs propres au moyen du tesf
de Bartlett.

L’hypothése que les deux ensembles de variables sont indépendants revient a tester \; =
Si cette hypothése est rejetée, on teste la nullité de .. ete... ,

D’une facon générale, si \;, \a, . . ., A sont jugés significativement différents de zéro, on
teste la nullit€ des valeurs propres suivantes en utilisant la quantité :

1 k | mind p, q)
‘[n— I ——/c—;(p+q+ 1)+2;\—:|1n( 11 a —}\,-))

=10 ki
qui suit approximativement un x(zr,_,\,)(q_k), si la valeur théorique de A .| (donc de A\, .....) est
nulle.

Le test précédent n’est valide que dans le cas de variables normales et ne s’applique en aucy-
ne fagon aux cas particuliers que sont I'analyse des correspondances et I'analyse discriminante.

8.2 METHODES NON SYMETRIQUES
POUR DEUX GROUPES DE VARIABLES

L’analyse canonique est une méthode faisant jouer des roles symétriques aux deux grou-
pes de variables. Si I'un d’entre eux est privilégié diverses approches sont possibles.

8.2.1 Meéthodes procustéennes de comparaison
de deux configurations d’individus

On suppose ici que les deux groupes de variables ont méme dimension (cas auquel on peut
toujours se ramener en rajoutant des coordonnées nulles) afin de confondre les espaces W, et W,

On dispose donc de deux cartes p-dimensionnelles des mémes n individus obtenues par
des procédés différents et on cherche & les comparer. _

Le principe consiste alors & fixer I'une des deux configurations (le tableau X) et A faire 'éz
subir & I’autre une transformation géométrique simple (X, = X,T) telle que les deux confi- :
gurations deviennent les plus proches possibles, un critere naturel étant :

min >lle; — &)= min Trace [(X; = X,;T)X, — X,T)’]

i=1
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Ce type de probléme se rencontre en particulier pour comparer des solutions différentes
' de multidimensional scaling ol les axes ne sont pas les mémes.

On suppose dans la suite que les poids des individus sont égaux & 1/n, mais il est facile
. g’étendre les résultats au cas général.

Si T est une transformation quelconque la solution des moindres carrés est donnée par :
T = X3Xy)7'X5X, = V'V,

n eénéral, on impose & T d’étre une transformation orthogonale :
t=3 [=3

I’idée est de faire subir & 1'une des deux configurations une série de rotations, symétries,
retournements de fagon a I’amener le plus possible sur |’autre.

Le probléeme devient :
mTin Trace [(X, — XuTXX, — X,T)'] avec TT =1
plp+ 1)

2

soit contraintes.

Réécrivons tout d’abord le critére :
Trace (X, — X,T) (X, — X.T)' = Trace X,X| + Trace X,TT'X45 — 2 Trace X} X,T Si
TT' = I on voit que T doit maximiser Trace V,,T sous la contrainte TT' = L
Introduisons alors la matrice A/2 symétrique de taille p des multiplicateurs de Lagrange
pp+ 1
2

associés aux contraintes. On doit alors rendre maximum :

|
Trace [VHT - ;A(TT' - I)]

en dérivant cette expression par rapport & la matrice T on obtient le systéme d’équations :

V, = AT s0it A=V, T en multipliant par T’

d d
car T Trace V;,T = V5, et IT Trace ATT' = 2AT.

Pour trouver T nous écrivons Va, sous forme de décomposition en valeurs singuliéres.

Vi = VSU’ ou S est la matrice diagonale des valeurs propres de V,, V5, V la matrice
orthogonale des vecteurs propres normés de V., V5, U la matrice orthogonale des vecteurs
propres normés de V,,V,,.

On en déduit :
A = VSU'T = TUSV’ car A est symétrique
d’oll A* = VSU'T'TUSV' = V§*V’ donc A = VSV’ et V,, = AT donne VSU' = VSV'T

La meilleure transformation orthogonale T est donc telle que :
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8.2.2 Méthodes factorielles

Leur principe consiste a chercher des combinaisons linéaires de variables d’un des deuy
groupes vérifiant certaines conditions ou contraintes li€es a Iexistence du deuxieéme groupe
de variables. Selon que 'on cherche a se rapprocher du deuxiéme groupe ou au contmlre a
s’affranchir de son influence on pourra utiliser :

8.2.2.1 L’analyse en composantes principales
de variables instrumentales (ACPVI)

On recherche des combinaisons linéaires £ des variables du premier groupe « expliquant »
le mieux les variables du deuxieéme groupe. C. R. Rao a introduit le critére suivant :

“ Si I’on régresse les m; variables du tableau X, sur &, la somme des variances résiduelles doj
étre minimale. ”

En posant § = X,a, ce critére revient & rendre maximale la somme des variances exph-
quées soit a un coefficient pres :

"y

Z(x ) EEETE(xD)

ﬁ(xé)'xl aa’X; (x3) T X5X aa'X!X,
= = Trace ——o——
= a'’X Xa a’XXa
V;aa’Vy, _ a'VVja
= Trace —, =—
a'Vja a'Vv,a

a est donc vecteur propre associé a sa plus grande valeur propre, de la matrice :

Les valeurs propres suivantes conduisent d d autres solutions non corrélées entre elles.

Lorsque X, est un ensemble de variables de variance unité, £ est la combinaison linéaire.
des variables de X, la plus corrélée avec les variables de X, au sens ol :

M,
Y, rX(E ; x4) est maximal

j=!

On reconnait ici une expression voisine du critere usuel de I’ACP réduite : ici on calcule-:
les corrélations avec des variables externes.

Les variables § sont les composantes principales de I’ACP de X, avec pour métriquc-:_‘j
M=V 'V,V, Vi = (V'VR(VV,,) ou, ce qui est équivalent, les composantes;
principales du tableau X, V{,'V,, avec la métrique identité : en d’autres terimes on effectue:
I"ACP des projections des variables de X, sur X;.

Le coefficient de redondance de Stewart et Love entre deux groupes de variables : R(X, : X))
(notons que R*(X, : X,) # R¥(X,: X)) : ‘

Trace (V5 V'V
Trace V»,

est: RA(X,:X) =
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Lorsque V3 = Ry, (variables de X, standardisées) Ra(X,:X)) = — > RXxd; X))

mi =
: 2j=1
. moyenne des carrés des coefficients de corrélation multiple des régressions des x4 sur X,

_ On voit alors que les composantes principales des variables instrumentales § sont les
- combinaisons linéaires des colonnes de X ayant une redondance maximale avec X,

On vérifie aisément que & est vecteur propre de A, W oil :

AI = XI(X']XI)——[X,l et VVﬂ = X-;X"y

' 8.2.2.2 ACP sous contrainte d’orthogonalité

On peut inversement rechercher des combinaisons linéaires des variables de X, de variance
" maximale sous la contrainte d’étre non corrélées aux variables de X, afin d’éliminer leur effet.
_ Pour gue le probléme ait une solution il faut que n1; < m;. On montre alors que les facteurs
' a tels que £ = X,a sont vecteurs propres de :

(I = Vi(V3) Vi) 'V)Vy,

: 8.2.2.3 ACP des covariances partielles

Une autre maniére d’éliminer I'influence des variables extérieures X, consiste a utiliser la
matrice des covariances (ou des corrélations) partielles de X, a X, fixé :

Vi =V = V,V5'Vy,

On cherche alors les vecteurs propres de cette matrice. Il s’agit ici d’une ACP du nuage
des résidus des régressions des variables de X sur X : les « composantes principales » ne
" sont pas ici des combinaisons linéaires des variables de X.

8.3 L’ANALYSE CANONIQUE GENERALISEE

Etendre I'analyse canonique 2 plus de deux groupes de variables se heurte d’emblée
a la difficulté suivante : il n’existe pas de mesure simple de la liaison entre plus de deux
variables. Il y aura donc auwtant de fagons d’obtenir des variables canoniques que de
maniéres de définir une « corrélation » entre p variables : on peut prendre par exemple
comme mestre la somme des corrélations deux a deux, la somme des carrés des corréla-
tions, le déterminant de la matrice des corrélations, etc. Toute généralisation est donc plus
ou moins arbitraire. Celle que nous présentons ici a I'avantage d’étre sans doute la plus
simple et la plus riche d’interprétations, car elle se relie aisément & toutes les autres
méthodes d’analyse des données.

8.3.1 Une propriété de I'analyse canonique ordinaire

FEtant donné deux ensembles de variables centrées X, et X,, les variables canoniques
§ et m, vecteurs propres de A A, et A,A, respectivement, possédent la propriété suivante :

£ + m est vecteur propre de A, + A,
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En effet, posons z tel que (A, + A,)z = uz ; en prémultipliant par A, ou A, cettg
équation, on trouve en utilisant 1" idempotence de A et A, : '
A(A, +A)z=pAz
soit : AAz=(pn— DAz et AsA iz = (p— DAz
ce qui donne :
AAAzZ=(p—1)Az
AA Az = (p - 1Az
donc au méme coefficient multiplicateur prés, A,z et A,z ne sont autres que les v;lriable:.s

canoniques £ et v ; comme Az + A,z = pz on trouve pz = § + m, ce qui démontre I3
propriété annoncée (fig. 8.3).

FiGURE 8.3

La variable z posséde la propriété d’étre la plus liée aux deux ensembles X, et X,, en ¢
sens qu’elle a une somme des carrés des coefficients de corrélation multiple maximale ave
X| et X,.

En effet, le coefficient de corrélation multiple de z avec X vaut :

R = zDAz |A;z))?
' z'Dz lz|*

car les variables étant centrées, R; est le cosinus de 1’angle formé par z et W,

8.3.2 La généralisation de J. D. Carroll (1968)

De la propriété précédente découle la généralisation suivante due & J. D. Carroll : plutét"
que de rechercher directement des variables canoniques dans chacun des sous-espaces W;.
associés i des tableaux de données X;, on cherche une variable auxiliaire z appartenant & ld

somme des W, telle que 2 Rz ; X;) soit maximal.
i=1
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z est alors vecteur propre de A} + A, + - - - + A,

[(A)+ A+ - + Az = pa)

 On obtient ensuite, si nécessaire, des variables canoniques £; en projetant z sur les W;,
. §i’ = Az ,

Si I'on pose X = (X,|X,| . . . |X,), matrice & 1 lignes et ,m; colonnes, la variable z se met
. i=1

+ sous la forme Xb et plutét que de rechercher z comme vecteur propre d’une matrice n, n il
" yaut mieux chercher b qui posséde Zm; composantes.

Comme A; = X,(X;DX,)"'X/D, en posant V; = X DX, matrice de variance-covariance

v i
Vi

di 7™ groupe et M = matrice bloc-diagonale des V!, on

V-I

L e

14 n P
_ trouve aisément que YA, = DX, V7'X!D s’écrit en fait Y A; = XMX'D.

i=1 i=1 i=t

© Donc z est vecteur propre de XMX'D, et puisque z = Xb, si X est de plein rang, b est
. vecteur propre de MX'DX :

XMX'Dz
MX'DXb

WZ
ub

On reconnait alors les équations donnant les composantes principales et les facteurs prin-
cipaux, dans I ACP du tableau total X avec la métrique M.

En particulier si chaque groupe est réduit 4 une seule variable im; = 1,i=1,2,...,p)on
. »
retrouve 1" ACP avec la métrique D, ,: puisque z rend alors maximal , r*(z ; x').
i=1
L’analyse canonique généralisée est donc une ACP sur des groupes de variables, ce qui
nous raméne 2 une optique de description des individus tenant compte des liaisons par blocs
plutdt qu'a une optique de description des relations entre variables.

On a toujours T, = =i, Si . = p, il existe une intersection commune i tous les W,

Les « variables canoniques » £ que 1'on déduit des z© par projection orthogonale sur les
W; ont alors la propriété suivante, du moins pour ’ordre 1 : le p-uple (&", &",..., £&") a une
matrice de corrélation dont la plus grande valeur propre A, est maximale.

Contrairement & I’analyse canonique usuelle avec p = 2, il n’y a pas orthogonalité entre

" les P et les £,
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On verra au chapitre 10 que si chaque groupe est celui des variables indicatrices de p'
variables qualitatives, 1'analyse canonique généralisée conduit & I’analyse des correspon- .
dances multiples. L'analyse canonique généralisée de Carroll n’est pas la seule méthode .
de traitement simultané de p groupes de variables ; de trés nombreuses techniques ont étg
proposées : la méthode Statis, ’analyse factorielle multiple sont les plus connues. Le lec-
teur intéressé est invité i consulter les ouvrages de B. Escofier, du Geri, ainsi que ’article
de synthése de P. Cazes (2004) cités en bibliographie.




Lanalyse des
correspondances

Cette méthode a été proposée en France par J.-P. Benzécri dans le but d’étudier la liaison
(dite encore correspondance) entre deux variables qualitatives ; un exemple de correspon-
dance nous est fourni, par exemple, par la ventilation des séjours de vacances selon le mode

d’hébergement et la catégorie socio-professionnelle (CSP) (voir chapitre 6, § 6.5).
~ Sur le plan mathématique, on peut considérer 1'analyse des correspondances soit comme
une analyse en composantes principales avec une métrique spéciale, la métrique du ¥2, soit
comme une variante de I’analyse canonique. Nous développerons ces deux aspects en accor-
dant toutefois la préférence a 1'aspect analyse canonique qui a entre autres avantages de
respecter la symétrie entre les deux variables et de généraliser sans difficulté ’analyse des
correspondances a plusieurs variables qualitatives.

9.1 TABLEAU DE CONTINGENCE ET NUAGES ASSOCIES

9.1.1 Représentations géométriques des profils associés
a un tableau de contingence

Le tableau des données est un tableau de contingence N a mr, lignes et m1, colonnes
résultant du croisement de deux variables qualitatives a m, et i1, catégories respectivement
(voir chapitre 6, paragr. 6.5).

Si I’on note D, et D, les matrices diagonales des effectifs marginaux des deux variables :

Pt . 0] n, 0 T

HAH, 11,5

N my - ”.m:_

. Ry ny -
Le tableau des profils des lignes d’éléments — est alors D;! N.

;.

v LIPS 4 ,1 —
Le tableau des profils des colonnes d’éléments —- est alors ND3 .
n,;
J
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Les profils de lignes forment un nuage de /n, points dans R™ ; chacun de ces points étay

affecté d’un poids proportionnel a sa fréquence marginale | matrice de poids : — )
n

Le centre de gravité de ce nuage de points est :

1] —p.. W

1 _
g =-O7'ND1= 2| |p,
n -

Lp.m:_

¢’est-a-dire le profil marginal.

Réciproquement, les profils-colonnes forment un nuage de 2, points dans R™ avec deg

. ) . Dy . , .
poids donnés par la matrice — ; leur centre de gravité g, est le point de coordonnées :
n

Pi.
Pa.
B =

pm,,

Pour garder les conventions du chapitre 7, les profils des colonnes de N sont les lignes du -

tableau transposé D3 ' N’ (« individus » en lignes, « variables » en colonnes).
Dans le cas de I’indépendance statistique :
MM M T

n;, n n; n

les deux nuages sont alors réduits chacun A un point, leurs centres de gravité respectifs.

L’'étude de la forme de ces nuages au moyen de [’analyse en composantes principales
permettra donc de rendre compte de la structure des écarts 4 I'indépendance mais il faut
choisir alors une métrique pour chacun de ces espaces.

FiGuRre 9.1
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Remarquons que les profils ayant pour somme [, les 1, profils-lignes sont en réalité situés
Nty
- dans le sous-espace W, de dimension /m, — 1 défini par E-\}‘ = | (avec en plus x; = 0) ainsi
=1
que leur centre de gravité (fig. 9.1). De m&me pour les n, profils des colonnes.

“9.1.2 La métrique du 2

Pour calculer Ia distance entre deux profils-lignes i et i’ on utilise la formule suivante :

ny - 2

S 1 n; s

AV AN i ]
dxl(l, I') § _(._._ —_ _)

j=|”-j 1, npy

" 11 s’agit donc de la métrique diagonale nD3 .
.. La considération suivante justifie dans une certaine mesure 1'emploi de 1a distance du x2 :

P n . P . N .
La pondération par — de chaque carré de différence revient a donner des importances
n,;
2

comparables aux diverses « variables » : ainsi, dans I'’exemple de la correspondance modes
d’hébergement X CSP, (voir chapitre 6 et § 9.3) si ['on calculait la distance entre deux modes
par la formule usuelle : « somme des carrés des différences des pourcentages des diverses
CSP », il est clair que cette distance refléterait surtout la différence entre les CSP les plus
importantes en nombre ; pour pallier cet inconvénient la division par n ; est un bon remede
(quoiqu’un peu arbitraire).

L'argument le plus fréquemment utilisé en faveur de la métrique du x* est le principe
d'équivalence distributionnelle : si deux colonnes de N, j et j’, ont méme profil il est logique
de les regrouper en une seule d’effectifs (1; + ny), il faut alors que cette opération ne modi-
fie pas les distances entre profils-lignes.

On vérifie en effet par simple calcul que :

2 . 2 : 2
n <n_,j _ n,-v,-) + n (”U' _ lz,-,i-> - n (n,-j + nyy Ny + niv_,--)
ni\n;  np, nop\n;, ny, n;tnp n; .

ng o ny
lorsque -2 = —&,
”~j ”_j‘

Cette propriété n’est pas vérifiée pour la métrique euclidienne usuelle.

La justification la plus profonde, mais la plus difficile, est en fait la suivante : les profils-lignes
sont des lois de probabilité sur des ensembles finis de 11, éléments (les modalités de la deuxie-
me variable). Au moyen de I’espérance mathématique, a ces lois de probabilité sont associées
des formes linéaires (qu’on leur identifie) sur les variables guantitatives compatibles avec la
deuxiéme variable qualitative. Ces variables quantitatives (qui réalisent une quantification de
la deuxiéme variable qualitative) formant un espace vectoriel, les « individus » sont donc des
€léments du dual de cet espace (pas tout le dual, mais un simplexe de ce dual).

Les modalités de la deuxiéme variable ayant pour poids p,, p.,... les variables

quantitatives associées sont munies de la métrique — D5 qui est la métrique de la covariance,
n
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si I'on se restreint 2 des codages centrés. Le dual doit donc étre muni de la métrique inverse -
-1 K
nD3 !,

On définit de méme la métrique du x> entre profils-colonnes (matrice nD7") par la formule

- AT  \?
dy(4,J) = Ef(—f - =L

= (1 .
="t ”~J

Le terme de métrique du x* vient de ce que les deux nuages ont alors pour inertie totale
la quantité mesurant I’écart & "indépendance :

( ", n,j)z

n ij /—1

E Sy —_— (voir chapitre 6)
i

i

_E'—d Gi.g) = 2' Em—(— %)

1 sjsnon !
ce qui donne @? aprés un calcul élémentaire. Il en est de méme pour I'inertie du nuage des
profils-colonnes.

Nous avons remarqué que le nuage des points profils-lignes était dans un sous-espace W, :
le vecteur Og; est alors orthogonal au sens de la métrique du x* A ce sous-espace (fig. 9.2) :

¢]

FIGURE 9.2
En effet, soit x un élément de W, :

(x — g)nDy'g;= <O0g;;gx>:=0

car: n])l-l g =

et pour tout élément de W, : x'1 = 1 donc g; 1 = L.
De plus || g [l = g1 =1.
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9.2 ANALYSES EN COMPOSANTES PRINCIPALES
DES DEUX NUAGES DE PROFILS

Deux ACP sont alors possibles :

1) Celle du nuage des profils-lignes avec :
— tableau de données X =D{!N;
-~ métrique M = D5,
. D,
— poids D=—
n
2) Celle du nuage des profils-colonnes avec :

— tableau de données X =D;'N (Le tableau des profils colonnes est
ND:' mais, pour garder 'usage de
mettre les “individus” en ligne, il faut
le transposer ; d’ou X = D7!N") ;

- métrique M = uD;';

D,

~ poids D=
n

Nous allons voir que leurs résultats sont en dualité exacte.

9.2.1 ACP non centrées et facteur trivial

La matrice de variance d’un nuage de profil est V= X'DX — gg'.

D’apreés la propriété établie a la fin du paragraphe 9.1.2 Qg est orthogonal au sup-
port du nuage, il est donc axe principal, c’est-d-dire vecteur propre de VM, associé 2
A=0.

Les vecteurs propres de VM sont alors les mémes que ceux de X'DXM avec les mémes
valeurs propres sauf g qui a pour valeur propre 1.

En effet gg'M est de rang 1 et :

X'DXM = VM + gg’'M

d’obi : X'DXMg = VMg + gg'Mg
=0+ gllglls
=g

Il est donc inutile de centrer les tableaux de profils et on effectuera des ACP non
centrées : la valeur propre | dont on verra plus tard qu’elle est maximale sera ensuite
i éliminer. A cette valeur propre triviale est associé 1'axe principal g et le facteur princi-
pal constant :
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9.2.2 ACP non centrées des nuages de profils

11 suffit d’appliquer ici les résultats du chapitre 7 : les facteurs principaux sont les vec-
teurs propres de MX'DX, les composantes principales les vecteurs propres de XMX'D,

1
Pour les lignes on a X = D{'N d’ou X'DX = - N'D'N, MX'DX = D7'N'D;'N et
XMX'D = D;'ND;'N'. "
Pour les profils-colonnes il suffit de transposer N et d’inverser les indices 1 et 2, comme
le montre le tableau 9.1 :

TasLEAu 9.1
ACP des profils-lignes ACP des profils-colonnes
Facteurs principaux Vecteurs propres de Vecteurs propres de
D;'N'D7'N D;7'ND;'N’
Vecteurs propres de Vecteurs propres de
D7'ND;'N’ D;'N'D'N
Composantes principales normalisés par normalisés par
D D,
a’'—a=\ b'—b =\
n n

On constate que les deux analyses conduisent aux mémes valeurs propres et que les
facteurs principaux de 1'une sont les composantes principales de I’autre (& un coefficient
multiplicateur pres).

En pratique on s’intéresse ici exclusivement aux composantes principales pour obtenir
directement les coordonnées factorielles des points représentatifs des profils-lignes ou
colonnes. On remarque que les matrices ayant comme vecteurs propres les composantes
principales sont les produits des deux matrices [D7! N} et [D5!N'] dans un ordre ou dans
"autre :

Les coordonnées des points-lignes et points-colonnes s’obtiennent en cherchant
les vecteurs propres des produits des deux tableaux de profils.

La parfaite symétrie entre ACP des profils-lignes et ACP des profils-colonnes conduit
alors & superposer les plans principaux des deux ACP afin d’obtenir une représentation
simultanée des catégories des deux variables croisées dans le tableau de contingence N.
Cette pratique sera justifiée plus en détail au paragraphe 9.4.4

Les cercles de corrélation n’ayant aucun intérét ici dans le contexte de variables
qualitatives I'interprétation des composantes se fait essentiellement en utilisant les contri-
butions des diverses catégories aux inerties des axes factoriels, c’est-a-dire aux valeurs
propres.
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m iy

a l ; 2
Comme : n=s St = Sy
i=1

i=1

On appelle contribution (CTR) du profil-ligne i & I'inertie le quotient :

n

= (a;)?
I
CTR() =
(i) N
| (b
“On a de méme : CTR()) = N

Comme en ACP on considérera les catégories ayant les plus fortes contributions comme
. e . . N . . IZ i . .
constitutives des axes : un critére simple consistant a retenir les CTR(/) > —=. La contribution
n

doit étre complétée par le signe de la coordonnée car certaines catégories peuvent avoir des
contributions de sens opposés.

.. n; n; . .
Remarquons qu'ici Y, —a; = 3, —2 b; = 0 (les composantes sont centrées) ; il ne peut
PN pon

4 J
y avoir d’effet de taille car les coordonnées des points ne peuvent étre toutes positives ou
toutes négatives.

9.2.3 Formules de transition

Les coordonnées des points-lignes et les coordonnées des points-colonnes sont reliées par
des formules simples dont le premier intérét est d’éviter de réaliser deux diagonalisations.
On diagonalisera Ia matrice la plus petite, par exemple DT ND3 !N’ si ) < in,.

Connaissant les solutions a de [’équation :
D;'ND5/'N'a = \a

il suffit de prémultiplier les deux membres de cette équation par D3 ' N’ pour obtenir un
vecteur proportionnel a b :

D;'N'D{'ND;!'N'a = AD;'N’a

On a donc b= kD3'N’a. Pour déterminer k il suffit d’utiliser la condition de
Dﬂ 5 D'A ]L—Z
normalisation b’ —b = \ soit k*a’ND;' —Dj'N'a = —a’ND;!N'a = \. Comme
n n n
~In]’ . . ] I)] . 9 . ’ Dl
ND;'N'a = A\D;a il vient Ak*a’ —a = A soit k?\ = 1 puisquea’ —a = \.
n n



208 9mml analyse des correspondance

On a donc les formules suivantes pour chaque axe :

1
b=-—=D;'Na soit b;
W
] o
a=—=Dj'Nb St
W
a; b, 7
a, b,
avec : a=| b=
Lann_ me-_-_

Ces formules dites de transition sont des formules pseudo-barycentriques au sens suivan
av\ prés la coordonnée d’une catégorie i d’une variable est Ia moyenne des coordonnées des
catégories de 'autre variable pondérées par les fréquences conditionnelles du profil de i.

9.2.4 Trace et reconstitution des données

9.2.4.1 Décomposition du ¢*

Nous avons déji vu que I'inertie totale des deux nuages était égale au ¢,

En éliminant la valeur propre triviale on a donc si nry < i, :

my =1
2 A =@
k=1
car il y a au plus min ((n, — 1) ; (m, — 1)) valeurs propres. Chaque direction principale

explique une partie de 1’écart 2 1'indépendance mesurée par le ¢>.

Les pourcentages de variance (ou d’inertie) sont donc les \./¢>.

P. Cibois (1983) a mis en évidence la propriété suivante qui montre que ['analyse des cor-
respondances étudie la structure des écarts 2 I'indépendance plus que les écarts eux-mémes ; ~

Le tableau N* défini par :

onpng, n;n;
nf = ——L + u(n,-j - —’)
n n

a mémes marges que N donc méme tableau d’indépendance mais des écarts a I’'indépendance
réduits de e (i 0 < a < 1). :

L’analyse des correspondances de N* est alors presque identique a celle de N : mémes .
graphiques, mémes pourcentages d’inertie, mémes contributions. Seul ¢” et les valeurs pro-
pres ont changé :

(©)* = o’ @’ et A= o’ \

Un utilisateur ne regardant que les pourcentages et non les valeurs absolues ne verrait aucune
différence. Le probléme est alors de savoir si 1'on analyse des écarts significatifs ou non.
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'9_ 2.4.2 Formule de reconstitution

La formule X = > c¢,u;M~' établie au chapitre 7 s applique ici pour X tableau des
k

- profils-lignes, ¢, vecteur des coordonnées des lignes sur I'axe n° k, u, facteur principal (iden-
ﬁque au vecteur des coordonnées des colonnes sur 'axe k divisé par YA) et M = nD3 '

(GIXG)
n abi® n
On z alors : e

n;, I “’)\'k 1

- mais il faut utiliser tous les facteurs y compris le facteur trivial correspondant a A = I, d’ou :

= it (1 +3 _"'mb.f‘")
i i

1l s’agit donc bien d’une reconstitution des écarts a I'indépendance a I’aide des coordon-

“nées factorielles des points associés aux profils-lignes et aux profils-colonnes.

9.2.5 Choix du nombre de valeurs propres en AFC

L’ AFC est une ACP particuliere mais on ne peut appliquer exactement les mémes regles
car la métrique du khi-deux n’est pas la métrique usuelle. On peut nie retenir que les valeurs
propres supérieures 2 leur moyenne comme le fait la régle de Kaiser, mais cette pratique est
peu usitée.

La régle du coude reste cependant valide, mais est toujours quelque peu subjective.
Lorsque la taille de 1’échantillon le permet, le critére suivant proposé par E. Malinvaud peut
se réveler tres efficace. 11 est basé sur la comparaison entre effectifs observés n; et effectifs
calculés a 'aide de la formule de reconstitution dans le contexte suivant : on fait I"hypotheése
que les données forment un échantillon tiré aléatoirement et avec équiprobabilité dans une
X
population telte que p; = p;. p; (1 + > oy Bﬂ). En d’autres termes la loi bidimensionnelle
k=1
sous-jacente est un tableau de rang K.

i
v n

. K
.. N n; ng; e
Dans ces conditions, si iy = (-—'———’) (1 + Ea,-,\b,-k/\!)\k) est la reconstitution de la
k=1 '
case ij,  1'aide des K premiers axes, on peut montrer que la quantité

a2
(n;; — n,’-})

Il,-.”.j

O =2
ij
n
suit asymptotiquement une loi du x* 2 (p — K — 1) (¢ — K — 1) degrés de liberté. 1l s’agit
donc d’une généralisation du test d’écart & I'indépendance qui correspond au cas K = 0.

On trouve sans difficulté que Qy se calcule 2 I’aide des valeurs propres et est égal 4 n fois
I'inertie au dela de la dimension K :

Or=nd =N — A — - = A =nhgsy + Agan + 2+ +\)

ot r=min(p—1;q~1)
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On peut donc tester successivement les valeurs de K depuis K = 0 (hypothese d'indépen
dance), jusqu’au moment oli on ne peut plus rejeter I'ajustement.

Les conditions d’application sont celles du test du khi-deux : effectifs théoriques au moin
égaux a 5. Cependant si n est trés élevé le test conduit & conserver un trop grand nombre ¢
valeurs propres : on ne ’'emploiera que pour n inférieur 4 quelques milliers.

9.3 UN EXEMPLE

Nous avons soumis & l'analyse des correspondances (logiciel SPAD Version 5.6)
le tableau de contingence sur les vacances des francais en 1999 déja étudié dans le
chapitre 6.

Le tableau des valeurs propres montre clairement que deux axes suffisent a décrire I
liaison entre la catégorie socio-professionnelle et le mode d’hébergement :

SOMME DES VALEURS PROPRES . . . 0.1073
HTISTOGRAMME DES 7 PREMIERES VALEURS PROPRES
WUMERO { VALEUR | POURCENT. } POURCENT. !
! PROPRE CUMULE
- l 0.0657 61.24 61-24 *****J{‘**********:*i***************
2 0‘0254 Z 23‘70 84.94 E PR E R R SRR EEEERES S E RN
3 0.0081 | 7.55 92.49 | rrwwwxewss
4 0.0037 3.46 95.95 | *xwrx
5 0.0028 2.60 98.55 ok ok
6 0.0014 1.29 99.84 *x
7 0.0002 0.16 100.00 *

Ici le test de Malinvaud est inopérant car n = 18352 est trop élevé.

Les tableaux suivants permettent de repérer les modalités ayant des contributions
significatives : Sur I'axe | Hotel, Résidence secondaire liés avec retraités et opposés 4 |
tente et ouvrier. L'axe 2 est caractérisé par Résidence secondaire de parents et amis et !
cadres. |

On retrouve des associations détectées par la décomposition (figure 9.3) du khi-deux, mais
le graphique permet de les illustrer de maniére évocatrice.

Rappelons que l'interprétation des proximités sur le graphique doit respecter certains '
principes : si deux modalités d’une méme variable sont proches et bien représentées, cela :
signifie que leurs profils sont semblables (c’est le cas d’ouvriers et emplovés par exemple qui
fréquentent les mémes lieux dans des proportions proches). Par contre fa proximité entre
une modalité d’une variable et une modalité de 1’autre, comme profession intermédiaire et -
village de vacances, est plus délicate a interpréter : ce que 1’on peut seulement dire c’est que -
le barycentre des 3787 séjours des professions intermédiaires est proche du barycentre des -
686 séjours en village de vacances (voir plus loin).



HMODES D‘HEBERGEMENT COORIONMEES CONTRIBUTIONS COSINUS CARRES .'!

IDEN - LIBELLE D_REL DISTO 1 2 3 4 5 1 2 3 i 1 2 3 4 ::
e ann - 3
HOTE - Hotel 14,18 0.11 ~0.32 —-0.03 0.05 -0.03 =0.08 21.6 0.4 .9 4.3 29.1 .90 0.01 0.02 0.01 0.¢ ;
LOCA ~ Location 16.68 0.04 0.13 —0.11 0.12 0.03 -0.01 4.1 7.6 28.2 3.3 1.3 .38 0.27 ©.32 0.02 O.
RSEC - Résid. 9.36 0.33 -0.55 0.15 0.00 -—0.01 .07 43.2 8.4 0.0 9.6 15.2 .91 0.07 0.00 0.00 O.
RPPA 33.73  0.03 0.11 0.09 —0.10 0.02 .02 6.3 10.7 138.4 3.9 4.8 .40 0.27 0.30 0.01 0.
RSPA 5.98 0.15 -0.06 =-0.37 —0.07 0.04 0.07 0.5 53.9 6.8 2.9 17.0 .02 0.%0 0.04 0.01 O.
TENT — Tente 1.17  0.31 0.52 —0.02 0.01 -0.19 .01 17.1 0.1 0.0 40.2 0.3 i .86 0.00 0.00 0.11 O.
CARA — Caravane 6.10 (.18 0.25 .27 0.16 0.09 .08 6.0 17.3 19.6 12.2 13.2 i .36 0.4d1 0.15 0.04 0

AJ - Auberge 2,08 0.07 0.15 —0.13 0.10 0.00 .10 0.7 1.4 2.7 0.0 7.3 .33 0.27 0.16 0.00 O
ViLL - Village 3.70  0.07 0.10 0.03 Q.02 -=0.18 .09 0.5 0.2 0.2 31.7 11.7 .14 0,02 0.01 0.4% 0.

[ e H -

i CATEGORIES COORDOMNEES : CONTRTBUTIONS COSINUS CARRES

;: 50CI0-PROFESSIQNNELLES i

§ IDENTIFICATEUR P.REL DISTO 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4

é Agriculteurs 1.27 0.27 0.15 =0.14 0.13 —0.44 .11 0.4 0.2 2.6 €7.3 5.5 .08 0,07 0.C06 0.73 0.

! Artisans, 6.15 0.08 -0.01 =0.15 0.18 0.03 14 0.0 5.6 24.6 1.2 44.6 0.00 ¢.30 0.42 0.01 0.

i Cadres, 23.47  0.07 -0.13 -0.23 =0.02 0.02 .02 5.6 49.9 3.0 2.5 3.6 0.22 0.75 0.01 0.01 O.

' Frof. interm. 20,43 0.01 0.08 —0.01 0.92 —0.04 .06 2.0 0.0 0.9 7.6 23.6 0.46 0.00 0,02 0.10 0.

! Employés 10.57 0.08 .26 0.068 —0.04 0.08 .04 10.9 1.3 1.7 156.3 6.5 0.82 0.04 0.02 0.07 0.

E Ouvriars i6.56 0.14 0.33 0.13 0.05 0.01 .02 28.2 11.8 4.2 0.3 2.1 0.83 0.3 0.02 0.00 O.

! Retraités 19.44  0.20 —-0.41 0.20 —0.01 0.00 .01 48.6 30.3 9.2 0.0 0.9 0.80 0.19 0.00 0.00

' Autres linactifs 2.12 0.40 ‘: 0.36 0.01 -0.49 =-0.09 .13 4.2 0.0 62.8 4.7 13.3 0.33 0.00 0.60 0.02
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Dans la figure 9.3, les points ont des tailles proportionnelles a leurs {fréqences marginales,

Facteur 2

. Caravane
A
Relraités :
@ ! Ouvriers
Résidence Secondaire '
0.1574 ! Résidence Principale Parents Amis
' A Employés
1
!V Vi
H |Ilagf de Vacances A.ufres inactifs
1
Of-~-~=——— e e e e A e e e e e
A ' —Q A
Hotel ! Professions intermédiaires Tenle
) A Location
1
1 Agriculteurs A Auberge de Jeunesse
-0.15 o
Artisans, commergants, chefs d’entreprise
@ ?
1
0.30 Cadres et professions inteilectuelles supérieures
—u. T i
|
. A . .
~-0.50 —-0.25 Raésidence Secondaire Parents Amis  0.25 0.50

Facteur 1

FIGURE 9.3

9.4 ANALYSE CANONIQUE DE DEUXVARIABLES
QUALITATIVES, JUSTIFICATION ]
DE LA REPRESENTATION SIMULTANEE

9.4.1 Mise sous forme disjonctive de données qualitatives

Le tableau de contingence N ne constitue pas en réalité le tableau de données brutes : il
est le résultat d'un traitement élémentaire (tri croisé) de données relevées sur n individus
du type : (x};xP) pouri=1,2,..., 1 ol x! et 17 sont les numéros des catégories des
variables qualitatives &, et &>. L.a numérotation des catégories est arbitraire et on introduit
alors la représentation suivante comme au paragraphe 6.4.3 :

— A une variable qualitative &’ & m catégories on associe les i variables indicatrices de
ses catégories : 17, 1%, ... 1™ 1*(i) vaut 1 si x est dans la catégorie i, 0 sinon. Pour
un individu / une seule des m indicatrices vaut | les m — | autres valent 0.

Pour n individus la variable & peut étre représentée par le tableau de données
binaires X suivant :

1 2 ... m
1t o o. 0]
210 1 0. 0
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On dit que & a été mise sous forme disjonctive.
m
On remarque que Y [I¥ = 1 donc que les m colonnes de X ont pour somme le
x=1
vecteur 1.
— A deux variables qualitatives &, et & correspondent donc deux matrices X, et X, a

n lignes et respectivement nt; et m, colonnes.

On vérifie alors les formules suivantes liant X, et X, au tableau de contingence N
et aux deux matrices d’effectifs marginaux D, et D, :

N =X X,
D, =X X,
D, =XX,

En effet, faire le produit scalaire de deux vecteurs d’indicatrices revient & compter
le nombre de co-occurrences.

9.4.2 Quantifications de variables qualitatives

Si & chaque catégorie d’une variable qualitative & on associe une valeur numérique, on
transforme & en une variable discréte & m valeurs : on réalise ainsi une quantification de &
en une variable numérique x (certains auteurs parlent de « codage »). Il existe une infinité de
quantifications possibles dont la structure est celle d’un sous-espace vectoriel de I’espace des
variables.

Si a; est la valeur numérique associée & la catégorie j, on a:

m

x = alV

j=1

Une quantification n’est donc qu’une combinaison linéaire des variables indicatrices.
Pour I’ensemble des » individus on a :

> a; 1) soitsia =

Jj=1

I

i

La m_|
x = Xa

I’ensemble des x est donc le sous-espace W engendré par les combinaisons linéaires des
colonnes de X.
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9.4.3 Analyse canonique de deux groupes d’indicatrices

L’étude de la dépendance entre &, et &> est donc celle des relations entre les deux groupes
de variables indicatrices associées. On peut donc appliquer ’analyse canonique étudiée ay
chapitre précédent.

Les deux tableaux de données a analyser sont les tableaux disjonctifs X, et X5, On
constate immédiatement que les deux espaces W, et W, engendrés par les colonnes de
ces tableaux ont en commun le vecteur 1 qui est le vecteur somme des colonnes de X, .
ou de X, (donc dim (W, N W,) = 1). Les variables canoniques autres que 1 formant deg |
systemes D-orthonormés de W, et W,, sont donc centrées, car elles sont orthogonales an
vecteur 1.

En supposant ici que les » individus ont mémes poids 1/n, avec les notations du chapitre §
ona:

, 1, 1
Vi=-XiX,=-D

n n

1 |
_XEX2=_D2

n n
i I
VI‘)S_XI X2=_N
H n

Va

1
-N’

n

o
I

Les facteurs canoniques du groupe 1 sont les vecteurs propres de Vi;'V,V5,'V,, c’est-d-
dire de D;'ND5'N’ : ce sont donc les composantes principales de I’ ACP des profils-lignes
a un facteur multiplicatif prés.

De méme les facteurs canoniques du groupe 2 sont les vecteurs propres de D3'N'D7'N
et fournissent les coordonnées des profils-colonnes sur les axes principaux. Les valeurs pro-
pres h de I'analyse des correspondances sont donc les carrés des coefficients de corrélation
canonique (ce qui prouve que N =< 1) et 1a valeur propre triviale A = | correspond au fait que
W, et W, ont 1 dans leur intersection.

Les facteurs canoniques donnent des combinaisons linéaires des variables indicatrices,
donc des quantifications de &) et &, : on peut interpréter 'analyse des correspondances
comme la recherche d’une transformation simultanée de &, et &, en variables numérigues
telles que leur coefficient de corrélation linéaire soit maximal. Cette présentation plus
connue des statisticiens anglophones est attribuée a Fisher, elle remonte en fait a des travaux
de Hirschfeld, alias H.O. Hartley, de 1936.

Les valeurs numériques optimales & attribuer aux catégories sont donc leurs coor-
données sur le premier axe de I"analyse des correspondances. Si I’on réordonne lignes
et colonnes du tableau de contingence N selon I’ordre des points sur le premier axe -
principal on obtient un tableau tel que les termes « diagonaux » aient des effectifs
maximaux.

Les formules de transition sont identiques & celles permettant de passer des facteurs
canoniques d’un groupe a ceux de I'autre groupe.
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1l n’est donc pas nécessaire dans ce contexte d’introduire la métrique du y* et on voit que
les catégories des deux variables &) et &5 sont traitées de la méme facon en tant qu’éléments
de R" griice aux variables indicatrices ce qui justifie le fait de les représenter simultanément
sar les mémes graphiques.

Les représentations graphiques de I'analyse canonique (cercle des corrélations) sont cepen-
dant ici inadéquates car la notion de corrélation avec une variable indicatrice n’a guere de sens :
on se contentera de représenter chaque catégorie par ses « codages » successifs sur les axes.

9.4.4 Représentation simultanée optimale
des (m, + m,) catégories d’individus

Les catégories des variables qualitatives &) et &, définissent des sous-groupes d’individus
d’effectifs n;, (i=1,2,....m) et n; (j=1,2, ..., nn). Si I'on dispose d’une variable

numérique z de moyenne nulle représentant les coordonnées des » individus sur un axe
_ on représentera la catégorie / de &) par un point dont la coordonnée «; est la moyenne des
coordonnées des n;, individus de la catégorie en question :

1 & . 1 .
a; = — 2 :Kﬂ'(k) = _zlxll
i k=1 ;.
oir x| est la i*™ colonne de x,.
On en déduit que le vecteur a renfermant les coordonnées des m, catégories de X est :
a=XX)'X/z=D7'X|z
de méme pour les n1, catégories de X :
b=D7'X}z
La variable z est d’autant plus intéressante pour X, qu’elle permet de bien séparer les a;,
. . 1 . .
c’est-a-dire que la variance — a'Dja est plus grande. Le maximum de cette variance est
n

obtenu si tous les individus appartenant & une méme catégorie de & ont la méme valeur
de z.

Cherchons alors la variable z et les coordonnées a et b telles que en moyenne a'Da
et b’D,b soient maximales : on aura alors en un certain sens une représentation simultanée
optimale des catégories des deux variables sur un axe.

Comme a'Dyja =2'X,(X{ X,)"'Xjz=12'A,z olt A, est le projecteur sur W, ; et

1 1
b'D.,b = z'A,z, le maximum de 5 [a'D;a + b'D,b] s obtient lorsque 5 [z’ (A + A,)z] est
maximal. En supposant V(z) fixé ce maximum est atteint pour z vecteur propre de

1
SA+ Ay

(A, + Az = 2z
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Comme A,z = X,D;'Xjz=X,a et A,z = X,D5'X5z = X, bil vient
X,a+ X,b=2uz
soit en prémultipliant les deux membres de cette équation par D' X}
a+ D7'X X,b = 2pa
soit : a-+ DJ'Nb = 2pa
et en prémultipliant par D5' X} :
D;'X!X,a+b=2ub
ou D;'N’a+ b =2ub

il vient alors :

D;'N'a=(2x - )b

On reconnait les formules de transition et par substitution on a :

D{'ND7'N'a = 2p — 1)’a
D;'N'D{'Nb = 2 — 1)*b
Ce sont les équations de I'analyse factorielle des correspondances avec (2p — 1)> = \.

Remarquons que 1'on aurait pu appliquer directernent les résultats du paragraphe 8.3.1 du -
chapitre précédent : z est alors le compromis & un facteur pres des deux variables canoniques
Eetm.

Les coordonnées des points catégories données par le premier axe de I'analyse des corres-
pondances sont donc optimales ; les axes suivants correspondent au choix d’autres variables z
orthogonales aux précédentes.

La signification réelle de la représentation simultanée est donc celle-ci : les points repré-
sentatifs des catégories des deux variables sont les barycentres des groupes d’indivi-
dus qu’elles définissent.

Les proximités entre points représentatifs doivent étre interprétées comme des proximités
entre moyennes : pour deux catégories { et i/’ d’une méme variable cela entraine une proximité
de leurs profils. Pour deux catégories i et j 'une de &) T'autre de &5 I'interprétation est plus
délicate.

On peut également représenter sur le graphique les cases du tableau de contingence : tout
individu de la catégorie / de &) et j de &, a pour coordonnée z sur un axe :

(a; + b) = 1 (a; + by

< 21 4 ]+\[K

d’apres la formule X, a + X, b = 2pz.
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9.4.5 La méthode des moyennes réciproques
La présentation suivante connue sous le nom de reciprocal averaging ou de dual scaling
éclaire également la représentation simultanée de I'analyse des correspondances.

Supposons que 1’on place sur un axe les catégories de la variable &y comme des points de
coordonnées ;. Par exemple les CSP dans le cas étudié précédemment :

CS_P L CSP 2 CSP m,
0

2

Pour représenter une catégorie j de " autre variable &3, ici le mode d’hébergement, il sem-
ble logique de la représenter comme le barycentre des catégories professionnelles avec pour
- coefficients les importances relatives des diverses CSP dans le mode d’hébergement en ques-

tion :

oy : _
b; E—’ a; soith=D;'Na
1

j=1 My

L’idéal serait que la réciproque soit vraie, c’est-d-dire que I’on puisse représenter les
catégories de &) comme barycentres des catégories de & :

a=D;'Nb

La simultanéité de ces deux relations est impossible : on cherchera alors une représentation
barycentrique simultanée approchée avec :

ca = D;!Nb
ab = D7'N’a

ol @ est le plus grand possible car a < 1. On retrouve alors les équations de I'analyse des
correspondances avec a = V\.

L’algorithme consistant A partir d’'un vecteur a® arbitraire, 4 en déduire b'") = D7'N'a’
puis a'’ = DT Nb, etc., avec normalisation A chaque étape jusqu’a convergence fournit en
général la premiére solution de I’analyse des correspondances relative 4 X,.

9.4.6 Conclusion

L’analyse des correspondances est la méthode privilégiée d’étude des relations entre deux
variables qualitatives et I'une de ses principales propriétés est la faculté de représenter simul-
tanément lignes et colonnes d’un tableau de contingence. Si en théorie elle ne s’applique
qu’a des tableaux de contingence, elle peut étre étendue moyennant certaines précautions a
d’autres types de tableaux comme le prouvera le chapitre suivant.
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 données qualitatives : on considere ici n individus décrits par p variables &, 25, ..., &, &
" my, ma, . . ., m, catégories. Cette méthode est particulierement bien adaptée a 1’exploration
d’enquétes oll les questions sont a réponses multiples.

Sur le plan formel il s’agit d’une simple application de 1'analyse des correspondances au
 tableau disjonctif des iy + m1, + - - + m,, indicatrices des catégories. Cette méthode pos-
7. séde cependant des propriétés qui la relient & d’autres méthodes statistiques et Iui donnent

son statut particulier et en font I’équivalent de 1"analyse en composantes principales pour des
.- variables qualitatives.

10.I PRESENTATION FORMELLE

10.1.1 Données et notations

Chaque individu est décrit par les numéros des catégories des p variables auxquelles
il appartient. Ces données brutes se présentent donc sous forme d’un tableau & n lignes et
p colonnes. Les éléments de ce tableau sont des codes arbitraires sur lesquels aucune opéra-
tion arithmétique n’est licite. La forme mathématique utile pour les calculs est alors
le tableau disjonciif des indicatrices des p variables obtenu en juxtaposant les p tableaux
d’indicatrices de chaque variable &.

Ainsi le tableau brut suivant :

W W 2 =
—_— N — N
S o~ N — W)
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correspondant & 5 observations de trois variables &, &5, &5 a 3, 2, 3 catégories respective
ment engendre le tableau disjonctif X a 5 lignes et 8 colonnes :

10 0:0 1:0 0 1
01 0:1 0:1 0 0
X=&/[|X:X;)=[0 1 0:0 1:0 1 0O
00 1:0 1:1 00
00 1:1 0:0 1 0

La somme des éléments de chaque ligne de X est égale 4 p, nombre de variables.

La somme des éléments d'une colonne de X donne I’effectif marginal de la catégorie

correspondante. :

" La somme des colonnes de chaque tableau d’indicatrices est égale au vecteur 1 ; le rang

il :

de X estdonc Dm; — p + 1.
i=1

On notera D le tableau diagonal des effectifs marginaux des #1, -+ m, + - - - + m, catégories :

10.1.2 Une propriété remarquable pour p = 2

Pour deux variables qualitatives &, et 2, @ m;, et m; modalités, Panalyse facto- .
rielle des correspondances du tableau disjonctif X = (X;| X;) est équivalente a P’ana- |
lyse factorielle des correspondances (AFC) du tableau de contingence N = X X,.

Cette propriété est a 1'origine du nom de 1a méthode étudiée ici.

10.1.2.1  AFC formelle du tableau disjonctif

L’AFC d'un tableau X revient a chercher les valeurs propres et les vecteurs propres du '
produit des deux tableaux de profils associés & X. '

Le tableau des profils-lignes vaut ici X/2.

Le tableau des profils des colonnes XD ™' est tel que :

D! 0
XD"l = (XI‘XZ)[ ‘; :I:(
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Les coordonnées des profils des colonnes sont les vecteurs propres de :

1 1
-\t = — _D-Ix’
XD )2X 2D X'X
- X _[xix, X/X,|] _[p, N
XX‘[X&][X'IXI]_[XQXI X;X,] [N D,

L’équation donnant les n1, + m, coordonnées des profils des colonnes est, en notant a les
m, premiéres composantes et b les n1, suivantes :

SR K N
............... | PV MR

d'oil les équations :

a+D;'Nb=2pa D;'Nb = (2u — Da
D;'N'a + b = 2ub D;'N'a=(2u — Db

On reconnait les équations de I’analyse des correspondances de N (formules de transition)
et par substitution :

D;'N'D7'Nb = 2u — 1)b
D;'ND;'N'a = 2pn — 1I)"a

avec A = (2 — 1)%
Les coordonnées des nt; + m, points colonnes de X sont donc identiques (2 un coefficient

de proportionnalité prés) aux coordonnées des lignes et des colonnes de N dans la représen-
tation simultanée.

10.1.2.2  Propriétés particuliéres des valeurs propres et vecteurs propres

Sin > m, + ma., I"AFC du tableau X va aboutir 4 plus de facteurs que I'AFC de N.

D’oil viennent les solutions supplémentaires? Notons tout d’abord I'existence d’une
solution triviale supplémentaire correspondant 4 une valeur propre nulle puisque les
colonnes de X sont liées par une relation linéaire (la somme des colonnes de X, est égale
a la somme des colonnes de X,). I y a donc m, + m, — 2 valeurs propres non triviale-
ment nulles ou égales a 1.

Comme A = (2p. — 1), A chaque X\ correspondent deux valeurs propres :

1+ 11—
=— =

<|

A

1y et p
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a ay .
correspondant aux vecteurs propres (b) et ( b) soit, si my <y, 2(m; — 1) valeurs propre
0 N . -
1y a en plus m, — nr, vecteurs propres du type b associés a la valeur propre 1/2 qui est dong
de multiplicité m, — ;.

Seules les (m, — 1) valeurs propres supérieures & 1/2 ont une signification.

I Di'N
Comme ; Trace (:DZ‘,;III\I’ I' :| =m, + m,

ny

nmy + m,
2

I'inertie totale est égale a

Bien que fournissant des axes identiques & 1’analyse des correspondances de N, les”

sans précaution.

Ainsi I'analyse des correspondances sur le tableau disjonctif associé au tablean étudié au :
chapitre précédent conduit aux résultats suivants : (;m; = 9et nm, = 8): :

i=1 =

L = 0.628 8.37% A, = 0.0657 61.24%
wo = 0.580 7.77% N, = 0.0254 23.7%
s = 0.545 7.27% \s = 0.0081 7.55%
13 + ) 7
Su=75=" "0 S\, = 0.1073

=1

Les valeurs propres qui étaient trés séparées dans I' AFC de N, ne le sont plus dans I' AFC de X.

10.1.3 Le cas général p > 2

La propriété précédente conduit A I’extension a p variables qui consiste a effectuer une
analyse des correspondances sur le tableau disjonctif X = (X, |X,|.. X,) pour obtenir
ainsi une représentation simultanée des my + n, + <+ - + m, catégories comme points -
d’un espace de faible dimension.

10.1.3.1 Coordonnées des catégories
"a .

14
On noteraa = le vecteur 3 Y, m; composantes des coordonnées factorielles des caté-
. i=1

L35
gories de toutes les variables sur un axe.
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Pour chaque valeur propre . on a donc :

1
~D7'X'Xa = pa

p
D! 0 XX, XiX....X/X[a] [a]
D;! XX, X0Xs ...l a, a,
g - - . l=n
soi E . ‘
L0 DX X, .......... XX, |la,] |a,]

On note B le tableau dont les blocs sont les X:X,. Ce tableau, dit tableau de Burt, est
un super-tableau de contingence puisque chaque bloc X;X; est le tableau de contingence

L’équation des coordonnées des catégories est donc :

I
-D 'Ba = pa
r

On prendra comme convention de normalisation :

1
—a'Da = p
np

car la somme des éléments de X vaut np.

10.1.3.2 Coordonnées des individus

Les lignes de X représentant les individus, les coordonnées des points-lignes s’ obtien-
nent en diagonalisant le produit, effectué dans I’ordre inverse, des deux tableaux des
profils. Soit z le vecteur & n composantes des coordonnées des n individus sur un axe
factoriel. On a :

1
-XD'X'z = pz
p

En développant par blocs XD™!X" il vient :

(X X)) 0 i
(X3Xy)™ >
l .
_(Xllxll---|Xp) ’ Z = Z
P : .
L0 XX, JLXG
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1 i 12
soit — (EX,»(X}X;J"X',-)Z =pz =- YAz
p )

i=] - i=1

XX} X)X, est le projecteur orthogonal A; sur I’espace engendré par les combinaisong
linéaires des indicatrices des catégories de &

z' = étant [a solution triviale associée & p. = 1 les autres solutions lui sont orthogonales,

1

Les coordonnées des individus sur un axe sont donc de moyenne nulle.

La condition habituelle de normalisation est :

1 ”__gﬁ‘l .
—yu=-21=p
niz n

10.1.3.3  Formules de transition et relations barycentriques

D’apres les résultats du chapitre précédent on a :

1
Vit

1
z= Xa et a=—=D"'X'z
Vi

-

La premiere formule s’interpréte comme suit

— A1/ prés la coordonnée d’un individu est égale a la moyenne arithmétique

simple des coordonnées des catégories auxquelles il appartient.
P
En effet Xa = > Xa; Pour un individu i les seuls termes non nuls sont ceux
=1
correspondant aux catégories possédées (une par variable).

La deuxieme formule montre que :

- A l/ﬁ prés la coordonnée d’une catégorie j est égale & la moyenne arith-
métique des coordonnées des n, individus de cette catégorie.

Les points représentatifs des catégories dans les graphiques factoriels doivent donc étre
considérés comme des barycentres : les proximités devront étre interprétées en terme de
proximités entre points moyens de groupes d’individus.
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Onadl/Yp pres, la propriété des « moyennes réciproques » qui est & ’origine de certai-
nes présentations de I'analyse des correspondances multiples (dual scaling).

z étant une variable de moyenne nulle il s’ensuit que pour chaque variable &; les
coordonnées de ses catégories (pondérées par les effectifs) sont de moyenne nulle.

[l est possible de représenter simultanément individus et catégories des variables &, car
les points représentatifs des catégories sont barycentres de groupes d’individus.

Nous conseillons toutefois d’utiliser le systeme suivant de coordonnées afin de conserver
Ja propriété barycentrique :

z de variance et = D7'X'z = Ypa
10.1.3.4  Propriétés des valeurs propres

7
Le rang de X étant Y, m; — p + 1, si n > Zm,, le nombre de valeurs propres non trivia-
i=1

, »
lement égales 2 0 ou [ est D,m; — p = q.

i=l

La somme des valeurs propres non triviales vaut :

Eu,——Zm

i=1 Pi=1

L'inertie est donc égale au nombre moyen de catégories diminué d’une unité : c’est une
guantité qui ne dépend pas des liaisons entre les variables et n’a donc aucune signification
statistique.

La moyenne des ¢ valeurs propres vaut 1/p. Cetle quantité peut jouer dans une certaine
mesure le réle d'un seuil d’élimination pour les valeurs propres inférieures comme nous
allons le voir.

La somme des carrés des valeurs propres est liée, elle, 4 des indices statistiques.

p? étant valeur propre du carré de la matrice 2 diagonaliser on a :

1+ é(p.,-)z = Trace ((~I~ iAiJ_)

i=1 i=|

d’ofl : S =— 2 Trace (A;)? + 17 22 Trace (AA)) —

i*j

comme A7 = A; : D) = —Em + q 22 1+ ‘Pu) - |

IT’J

E(IJ‘)- =_2(”’ - l) + —ZE‘PU

i=1 i=1 iFj

oll @7 est le ¢* de K. Pearson du croisement de &; avec &
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Si les p variables &), &3, ... &, sont indépendantes deux & deux @f =0

1 [
Sy ==~ 1) = =aq.
R p

On a donc : =) = 5 = (éZm)-

La moyenne des carrés ne peut étre égale au carré de la moyenne que si toutes les valeury

N~ S L.
propres sont égales. Le cas de 'indépendance correspond done & p; = — Vi.
P

On retrouve également cette situation si les données sont recueillies selon un plan
équilibré o1 les m m, . .. m, combinaisons possibles des modalités des &; sont obser-
vées avec le méme effectif car tous les tableaux croisés X/ X; ont alors les mémes.
profils. Pour un tel plan d’expérience I'analyse des correspondances multiples est done
inutile.

10.1.3.5 AFC du tableau de Burt

Si I’on soumet le tableau B & une analyse des correspondances on retrouve, 4 une cons-
tante multiplicative prés, les mémes coordonnées factorielles des catégories.

Le tableau de Burt étant symétrique les totaux de lignes et de colonnes sont égaux (on
retrouve p fois les totaux marginaux).

Le tableau des profils-lignes associées 4 B est donc (pD)™! B. Le tableau des profils-
colonnes associé 4 B est B(pD)™'. L'AFC de B revient donc i diagonaliser : :

(on)
P

. . 1
qui conduit aux mémes vecteurs propres que — D ~'B avec des valeurs propres égales & .
14

10.2 AUTRES PRESENTATIONS

L’extension formelle du cas p = 2 au cas général ne suffit pas pour conférer un statut
de méthode statistique 2 I'analyse des correspondances multiples. Les présentations
qui suivent, la reliant 3 d'autres méthodes, y contribuent en apportant des éclairages
différents. Chacune de ces présentations correspond a une “découverte” indépendante
de 'ACM.
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10.2.1 Analyse canonique généralisée de p tableaux d'indicatrices

On sait que 'analyse des correspondances d’un tableau de contingence est une analyse
canonique particuliere, celle des tableaux X, et X,
Lorsqu’il y a p tableaux d’indicatrices associés a p variables qualitatives &), &5, .. ., &),
“il est naturel d’utiliser lIa généralisation de I'analyse canonique étudiée au chapitre 8.
Celle-ci revient i chercher les vecteurs propres de la sommnie des opérateurs de projection
sur les sous-espaces engendrés par les colonnes des X,

Au coefficient 1/p prés, les valeurs propres sont donc les mémes qu'en analyse des
correspondances multiples. Les composantes z sont donc identiques aux variables auxiliaires
de 1a généralisation de Carroll de I’analyse canonique.

10.2.2 Un critére d’association maximale

Puisque I'analyse des correspondances muitiples est identique a I'analyse canonique
. p
généralisée de X, X,, .. ., X,, les variables z rendent maximale ERZ(Z X)),
i=1
Or X, étant un tableau d’indicatrices, le coefficient de corrélation multiple n’est autre que
le rapport de corrélation m(z/X;) (chapitre 6, paragr. 6.4).

Les variables z sont donc les variables de variance p, non corrélées deux i deux
vérifiant :

»
max 1%(z/ )

i=|

SiT'on se rappelle qu’en ACP normée, les composantes principales rendaient maximale
p
Zrl(c ; X/) on a ici I’équivalent d’une ACP sur variables qualitatives, la mesure de liaison
=1
étant m~ au lieu de 2.
L’analyse des correspondances multiples revient donc & résumer p variables qualitatives

par des variables numériques de variance maximale les plus corrélées possible, au sens
défini précédemment, avec les &.

Lorsque les variables &, &, . . ., &, sont dichotomiques (m; = 2) le tableau X possede
2p colonnes.

011001
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Le coefficient de corrélation multiple au carré entre z et X; est alors égal au carré
coefficient de corrélation linéaire simple entre z et I'une des deux indicatrices de 2
puisque la somme des deux indicatrices vaut 1.

P ;
On a donc : S‘n(z,g?,) = Zl Xz ; Dy = DXz, 1)

i=1 i=1

Dans ce cas I"analyse des correspondances multiples de X revient a effectuer une ACp
normée, c'est-a-dire sur la matrice de corrélation, sur un tableau & n lignes et p colonnes
obtenu en ne conservant qu’une indicatrice par variable qualitative.

10.2.3 Quantification optimale de variables qualitatives

On retrouve la solution de 'analyse des correspondances multiples, tout au moing
1’équation du premier facteur, en cherchant i résoudre le probléme suivant : transforme
de fagon optimale (selon un critére 4 définir) chague variable qualitative & m; modalités en
une variable discréte a mn; valeurs. On sait qu’une telle quantification s’écrit & = X;a, oit
&; est la variable numérique obtenue, a; le vecteur des valeurs numériques 2 attribuer aux
modalités.

10.2.3.1  ACP de variables quantifiées

On cherche ici a obtenir une ACP des & qui soit la meilleure possible au sens ofl la-
premiere valeur propre A, de la mamce de corrélation des £; est maximale. Ceci revient:
a chercher : |

Enésy. .t by

max (mzuxi r(z ; §j))
j=1

or: max riz; §) = R(z; X))

14
on est donc amené i rechercher le max de >, R*(z; X;). Les « codages » optimaux des
j=1
catégories ne sont donc autres que les coordonnées de ces catégories sur le premier axe de
I’analyse des correspondances multiples de X.

10.2.3.2 Guttman et ’lhomogénéité maximale

En 1941 L. L. Guttman avait abouti aux équations de I’analyse des correspondances
multiples en résolvant le probléme suivant : étant donné un questionnaire & choix multi-
ple A p questions ayant chacune m; modalités de réponse (une seule réponse possible &
chaque question), on veut attribuer des notes & chaque modalité de telle sorte que les
variables numériques ainsi créées £ soient les plus cohérentes au sens suivant : les
réponses aux p questions doivent conduire a des notes proches, tout en donnant une note
globale moyenne la plus dispersée possible.
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| Considérons le tableau n, p des variables &;:

gl ....... gl)
LTE e, £ ]
2
al . oo €

potons E,, EZ, . .,E,, les moyennes des différentes lignes :

faadl

&

=

Supposons, ce qui ne nuit pas a la généralité que chaque &; est une variable de moyenne nulle.

On cherche alors & avoir des mesures les plus homogénes possible en minimisant en
moyenne la dispersion intra-individuelle.

. ) 12 -
Pour chaque observation celle-ci vaut— >, (§; — &)* donc en moyenne elle vaut :
J=1

| L -
— 2 2(5,, - ‘5;)'

np j=yj=1

La variance totale du tableau (&;) étant égale a la moyenne des variances plus la variance
des moyennes :

1 & 14 . 1 & 14 ~ 1
_E 2(&1 = —E 2(&.‘1' — &)+~

np =y j=1 np =y j=1 =

il revient au méme de maximiser :

_ 2 2 (glj).'

np =1 ;=1

- 12 1
j=

| 11 "1 1
donc : = DUE = - (— Xa) (— Xa) =—a'X'Xa
/= n\p p np-
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S = £ = (Xja)(X;a) = a/Dja,
i=1

1 &2 1 2 1
— F =—>a'Da, =—a'Da
np];, g‘l(g”) o np

d’ol :

La quantité critére vaut donc :

]
a’X'X
np? . _la'’X'Xa
1 “p aD
—a'Da poaba
np

Son maximum est atteint pour a vecteur propre associé€ 2 la plus grande valeur prop

l
A, de — D~X'X. On retrouve bien le premier facteur de I' ACM de X.
p . N

10.2.4 Approximation d’ACP non linéaire

Revenons sur le chapitre 7, § 7.6 : pour p variables numériques x!, X%, . . ., x”, ’'ACP cher-
che une combinaison linéaire de variance maximale :

D
max V( Euj-xf)

=1

Si I’on veut s'affranchir de la linéarité, on peut chercher des transformations fonctionnel-
P
les p'(x"), ..., p"(x") des variables telles que V< > q:f(xl)) soit maximal.
j=1
Choisissons pour les ¢/ des fonctions en escalier (constantes par morceaux) ou splines
de degré 0. On sait que ces fonctions permettent d’approximer n’importe quelle fonction "
numérique. \

Concrétement on découpera I'intervalle de variation de x/ en ny; classes (fig. 10.1).

¢/ (x)

Ficure 10.1
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@/(x/) est une fonction prenant les valeurs ay, a,, . . ., a,; sur les intervalles de découpage ;
olle s'explicite comme la combinaison linéaire des variables indicatrices des classes du
découpage, a coefficients ay, a,, . . ., a,,.

Le critére max V(E (pf(xf)) est donc identique au critére max V(E Xjaj-) La solution est
J J

'ulors donnée par la premiere composante de 1’analyse des correspondances multiples du
bleau X obtenu en découpant en classes chacune des variables numériques.

La pratique qui consiste 4 découper en classes des variables numériques, donc a les rendre
qualitatives, pour ensuite effectuer une analyse des correspondances multiples se justifie par
le fait qu’il s’agit d’une analyse non linéaire des données.

Sous réserve d’avoir suffisamment d’observations par classe on peut ainsi visualiser des
liaisons non linéaires entre variables qui ne seraient pas apparues en ACP ordinaire ol I’on
travaille avec la matrice R des corrélations linéaires.

10.3 PRATIQUE DE L’ANALYSE
i DES CORRESPONDANCES MULTIPLES

L'interprétation des résultats d’une ACM se fait grosso-modo comme en analyse des
correspondances sur tableau de contingence et comme en ACP. On prendra garde ici au fait
que les pourcentages d’inertie n’ont qu’un intérét restreint. La sélection et I'interpréta-
tion des axes factoriels se fera essentiellement & 'aide des contributions des variables
actives et des valeur-tests associées aux variables supplémentaires. Rappelons une fois
encore la signification des proximités entre points-colonnes sur un plan factoriel : il
s’agit d’une proximité, en projection, de points moyens de catégories représentant
plusieurs individus.

10.3.1 Les contributions
10.3.1.1  Contributions a un axe factoriel

Une catégorie d’effectif 1; qui a une coordonnée a; sur un axe factoriel fournit une
contribution (CTR) égale 4 :

X NP . G . . Y]
On repérera les modalités intéressantes qui ont une contribution supérieure 4 leur poids —.
n

En correspondances multiples, les modalités d'une méme variable &; ont des contribu-
tions qui peuvent étre cumulées.
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On définit la contribution cumulée de &, comme :

n, . |
CTR(Z) = Y CTR(j) = — 3, ~X(a))
i=) Kj=11p
a; étant a Vi prés la moyenne des coordonnées des individus de la catégorie j de &,,, les
contributions cumulées sont reliées au rapport de corrélation entre la composante z de
variance | et la variable & par :

n*(z/%}) = pu CTR()
, ) 1 14,
Remarquons que n? < 1 entraine CTR(Z)) < —et que; Zwr(z/%) =L
Pl i=I
On utilise comme en ACP les contributions des individus — (z;)*/ i, et comme en ACP et en
n

AFC les cosinus carrés avec les axes pour juger de la qualité d’une projection.
On pourra utiliser ici le résultat donné au chapitre 7 : un individu aura une contribution
significative si celle-ci dépasse 3.84 fois son poids.

10.3.1.2 Contributions a l'inertie totale

N 1z -
L'inertie totale vaut, rappelons-le, — >, n1; — I. Le nuage des profils-colonnes a pour centre

i=1
de gravité le vecteur de R" dont toutes les composantes valent 1/n : en effet 1a somme des
colonnes du tableau disjonctif est le vecteur constant dont toutes les composantes valent p.

La métrique du x* pour le nuage des profils-colonnes est donc la métrique diagonale nl,,
(diagonale des inverses des fréquences marginales).

Le carré de distance d'un point catégorie j au centre de gravité g vaut donc :
n
d*(j,g) = nz(x,-j/nj - 1/n)?*
i=1

ol x; est le terme courant de la /*™ colonne du tableau disjonctif. Comme x;=0oulona
x; = x;d’ol:

&y 1 2x,
g =ny| = +—5 -2
S\nfo ot oy

L . n

comme 3 x; = n; il vient : d(j,g=—-1
i n;
J

Une catégorie est donc d’autant plus éloignée du centre que son effectif est faible.
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II,-

: ny 5, / 1
Son inertie vaut = d*(j, g) = k[ LT el
np n)p

La contribution d’uvne modalité a 'inertie est fonction décroissante de son effectif.
1l convient donc d’éviter de travailler avec des catégories d’effectif trop faible, qui risquent
de perturber les résultats de I'analyse (absence de robustesse).

L’inertie totale d’une variable, X&), vaut :

", 1 N1 (m,— 1)
S‘(l _”_J>~. =1 -7
= n/p P

(%) = (m; — 1)
P

e &) m; — 1
sa contribution est donc : ! = I

—l-zllli -1 Xm; =D
pI i

Elle est d’autant plus importante que son nombre de catégories est élevé. On recommande
généralement pour cette raison d’éviter des disparités trop grandes entre les nombres de
catégories des variables &, lorsque 1'on a le choix du découpage.

10.3.2 L’usage de variables supplémentaires

Déja évoqué lors de 1'étude de 1" ACP, 'usage de variables supplémentaires est trés cou-
rant en analyse des correspondances multiples.

Rappelons que les variables actives sont celles qui déterminent les axes. Les variables
supplémentaires ne participent pas au calcul des valeurs propres et vecteurs propres mais
peuvent étre représentées sur les plans factoriels selon le principe barycentrique pour les
variables qualitatives : chaque catégorie est le point-moyen d’un groupe d’individus.

Pour les catégories des variables suplémentaires qualitatives on calcule comme en ACP
des valeurs-test mesurant en nombre d’écart-type 1’éloignement de 1 origine.

Enfin il est possible de mettre en variables supplémentaires les variables numériques qui
ne peuvent pas étre actives (2 moins de les rendre qualitatives par découpage en classes) :
Elles peuvent étre positionnées dans un cercle de corrélation avec pour coordonnées les cor-
rélations avec les composantes de I’analyse.

Soit a; Ia coordonnée d’une catégorie d’une variable supplémentaire, d’effectif n;, sur un
certain axe d’inertie égale a . :
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On sait que si les n; individus de cette catégorie étaient pris au hasard parmi les n
individus de 1'échantillon (sans remise) la moyenne des coordonnées des n; individus

concernés serait une variable aléatoire centrée (puisque par construction les composantes

. X =
z sont de moyenne nulle) et de variance égale & —

n;
J
Avec les conventions habituelles de la représentation simultanée a; est égale 4 l/\/ﬁ fois

;j (voir chapitre 7).
n —

n-—1

la moyenne des coordonnées, la quantité nj\lnj est donc la valeur-test.

n -— Hj
Le calcul des valeurs-test n’est légitime que pour des variables supplémentaires n’ayant pas
servi & la détermination des axes. Leur utilisation pour des variables actives ne doit étre consi-
dérée qu’a titre indicatif : les valeurs-test pour les variables actives sout en général trés élevées,
ce qui est normal car les variables actives déterminent les axes.

10.4 UN EXEMPLE : LES RACES CANINES

Les données communiquées par M. Tenenhaus (tableau 10.1) décrivent les caractéris-
tiques de 27 races de chiens au moyen de variables qualitatives, les 6 premieres ont été
considérées comme actives, la septieme, « fonction », comme supplémentaire : ses trois
modalités sont « compagnie » « chasse » « utilité ».

On remarquera que les paires d’individus (5, 26) (8, 22) (11, 19) ont des valeurs iden-
tiques pour les 7 variables, il y aura donc des observations confondues.

Le nombre de modalités actives est 16, ce qui conduit & 10 facteurs et & une inertie totale
16

de o I = 3 = 1.667, le critere W > | /p conduit A ne retenir que trois axes, le diagramme

des valeurs propres montre cependant une chute apres w.. On interprétera donc uniquement
les deux premiers axes (tableau 10.2)".

L’axe 1 oppose (a droite) les chiens de petite taille, affectueux, qui coincident avec les
chiens de compagnie (valeur-test 4.06), aux chiens de grande taille, trés rapides et agressifs
(fonction « utilité »). L’axe 2 oppose (en bas) les chiens de chasse, de taille moyenne, trés
intelligents & des chiens lents et peu intelligents.

Le tableau 10.3 est le tableau de Burt qui résume les liaisons deux a deux entre les 6 varia-
bles actives.

Le tableau 10.4 permet de repérer les modalités contribuant fortement 2 I'inertie des axes
et sa lecture doit étre complétée par celle du tubleau 10.5 qui fournit les valeurs tests.

Le tableau 10.6 permet d’apprécier la qualité de 1a représentation graphique (fig. 10.2).

| Emles calculs ont éié effectués a l'aide du logiciel SPAD, version 5.6.
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1
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Fox-Terrier
8 | Grand Bleu de Gascogne
9 | Labrador

Fox-Hound
20 | Lévrier

Beauceron
Basset

3 | Berger Allemand
Dalmatien
Dobermann

3 | Dogue Allemand

4 | Boxer

5

Bull-Dog
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24 | Saint-Bernard
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TasrLeau 10.3

TABLEAU DE BURT
TAl  TA2  TA3 POl BO2Z PO} | VEl VE2  VE3 Nl IN2  IN3 AF1  AF2 ARGl AG2 |
TAL 7 0 0
TAZ 0 5 a
TA3 0 0 15
PO1L Y] 1 0 8 0 o i
P02 0 4 10 0 14 0
P03 0 0 5 0 0 5
VEL 5 1 4 6 0 4 10 0 o |
VE2 2 4 2 2 6 0 0 8 0
VE3 0 0 9 0 8 1 0 0 9 i
3 0 5 3 3 2 4 1 3 i 8 0 o i
3 4 6 4 7 2 5 5 ER 0
1 1 a 1 4 1 1 2 3 0 6 i
1 0 12 1 7 5 5 2 6 6 4 3 13 0
6 5 3 g 7 0 5 6 a2 ] 30 14
aGl | 5 3 6 5 8 1 5 5 1 3 g 3 105 9 14 0
ag2 | 2 2 9 3 6 4 5 3 5 5 5 3 i 8 5 0 13 !
{ Tal1  Taz TA3 PO1  PO2  PO3 VEL VE2 VE3 | INL IN2 IN3 | AF1 AF2 AG1  AGZ |

sa|di|nw seouepuodsallal sap asAeuE,1EE0)

LET
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TasLEAU 10.4

MODALITES COORDONHEES COMTRIBUTIONS COSINUS CARRES
IDEN-LIBELLE P.REL DISTO 1 2 3 4 5 11 2 3 4 s H 2 k] q 5 1
1 . Taille
7al - PETTTE TAILLE 1.32  2.86 ! —1.18 0.92 -0.62 0.12 —-0.02 { 12.6 9.6 7.8 0.4 0.0 } 0.49 0.30 0.13 0.01 0.00
TA2 - TATLLE MOYENNE 3.09  4.40 { -0.85 —1.23 1.02 0.34 -0.31 4.6 12.2 15.1 2.3 2.0} 0.16 0.34 0.23 0.03 D.02
TA3 - GRAMDE TATLLE 9,26 0.80 } 0.84 -0.02 —0.05 —0.17 ©0.11 i 13.5 0.0 0.1 1.7 0.8 ! 0.88 0.00 0.00 0.04 0.02
.- - COMTRIBUTION CUMULEE = 30.7 21.8 23.0 4.4 2.3 B T -
2 . Poids ;
POl - PETIT POIDS 4.84 2.3 -1.17 0.82 -0.36 0.16 —0.05 | 14.0 B.7 3.0 0.9 0.1 ! 0.56 0.29 0.05 0.0l 0.00
PO2 - POIDS MOYEH 8.64 0.93 0.31 -0.82 —0.23 —0.12 —0.19 1.7 15.1 2.2 0.8 2.1} 0.10 0.72 0.06 0.02 0.04
P03 - POIDS ELEVE 3.08  4.40 1.02 0.7 1.22 0.07 0.81 6.6 7.6721.8 0.1 7.8 % 0.22 0.22 0.34 0.060 0.09 |
------ - - CONTRIBUTION CUMULEE = 22.3 21.4 27.0 1.7 9.9 &- - 1
3 . Vélocité H
YVEL - LENT .17 1.70 { —0.32 1.04 0.40 —0.08 0.31 1.3 17,5 4.7 0.3 3.8} 0,06 0.64 0.09 0.00 0.06 |
VE2 - ASSEZ RAPIDE 4.94 2,38 i -0.60 —0.89 0.3 ©.37 —0.37 % 3.7 10,1 3.0 4.3 4.5 % 0.15 0.33 0.05 .06 0.06
VE3 - TRES RAPIDE 0.89 =0.37 =0.76 —0.24 —0.01 ; 9.2 2.0 15.3 2.0 0.0 } 0.40 0.47 0.29 0.03 0.00 ! S
.......... - - ees=-CONTRIBUTION CUMULEE = 14.2 39.6 23.0 6.6 8.4 .- .- : B
4 . Intelligence H : =
IN1 - PEU INTELLTGENT 4.94  2.38 0.3% 0.81 =-0.35 0.02 -1.04} 1.2 8.4 2.9 0.0 35.2 | 0.05 0.28 0.05 0.00 0.45 ; )
IM2 - INPELLIGENCE MOYEMME 8.02  1.08 { —0.37 -0.28 0.49 =-0.80 0.15} 2.2 1.7 9.3 18.5 1.1} 0.13 0.08 0.23 0.34 0.02 E
IN) - THES INTELLIGEHT 3,70 3.50 0.34 —0.46 -0.60 1.28 :.06 i 0.9 2.0 6.3 3B.2 27.9 } 0.03 0.06 0.10 0.4§ 0.32 P
- CONTRIBUTION CUMULEE = .4 12.1 3i8.5 56.8 64.2 -- -- : a
S . Affection i : o
AF1 - PEU AFFECTUEUX 8.02 1.08 0.84 0.29 0.07 —0.08 —0.04 }1 1.7 0.2 G.4 0.1} 0.65 0.08 0.00 0.01 0.00 A
AF2 - AFFECTUEUX 8.64 0.91 | —0.78 —0.27 ~0.06 0.08 0.04 |1 1.6 0.2 0.3 0.1 1% 0.65 0.08 0.00 0.0l 0.0 g
- - e CONTRIBUTION CUMULEE = 2 3.2 0.3 0.7 0.2 e-ee- - En“
6 . Agressivitd : | S
AGl - PEU AGRESSIF 8.64 0.93 } —0.40 —0.19 -0.31 —0.51 0.35{ 2.9 0.8 3.9 1d.4 7.0} 0.17 0.0l 0.10 0.28 0.13 S
G2 - AGRESSIF 8.02 1.08 0.43  0.21  0.23 9.55 —0.37 i 3.1 .9 4.2 15.5 7.5 % 0,17 0.04 0.10 0.28 0.13 g
..... - COMTRIBUPION CUMULEE = 6.0 1.8 B.2 29.8 14.5 a
a
3
c
=3
=A
2
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TaBLEAU 10.5 .
g
: - - T - g sne oo e - Y T ER
! MODALITES H VALEURS-TEST H COORDONN : 5
A P . —— - . - et —- [ S m
= - = [a N
IDEN - EFF. P.ARS 1 2 3 1 5 1 2 3 4 5 DISTO. ! o
. 1%
1 . Taille i 5
TAl - PETITE TATLLE 7 7.00 1 -3.6 2.8 —1.9 0.4 =0, —1.i8 0 -0.62 .12 —0.02 2.86 ;E
i A2 - TAILLE MOYENNE 5 5.00 ¢ -2.1 -3.0 2.5 0.8 -0.8 -0.85 —1.23 1.02 0.34 4.40 3
i TA3 -~ GRANDE TATLLE 15 15.00 4.8 —0.1 —-0.2 -1.0 0.6 0.84 =—0.02 =0.05 —0.17 0.80 =)
B — oo
2 Poids g
01 - PETIT POIDS ] §.00 -13.9 2.7 -1.2 0.5 -0.2 -1.17 0.82 ~0.36 0.16 —0.05 2.38 E‘S
FO2 - POIDS MOYEN 14 14.00 i.6 -4.3 -—-1.2 -0.8 ~-1.0 0.31 —0.82 -0.23 —0.12 =—0.19 0.93 3
FO3 - PQIDS ELEVE 5 5.00 2.5 2.4 1.0 0.2 1.5 1.02 0.97 1,22 .07 0.61 4.40 =4
(=]
3 . Vélociteé ; =
VEL - LENT 10 10.00 § —1.3 L1 1.6 =0.3 1.2 -0.32 1.04 0.40 —0.08 0.31 1.70 n
YE2 - ASSEZ RAPIDE 8 8.00 { -2.0 -—2.9 1.2 1.2 —-1.2 -0,80 ~—0.8Y 0.36 0.37 ~0.37 2.39
VE3 - TRES RAPIDE 9 9.00 + 3.2 -1.3 -=2.8 =-0.9 0.0 D.8% =0.37 -0.76 -0.24 =-0.01 } 2.40C
4 . Intelligence i H
INT - PEU INPELLIGEHNT a 8.00 1.2 2.7 -1.2 0.1 -3.4 1 0.35 0.81 =0.35 0.02 —1.04 2.38
THY2 - INTELLIGENCE MOYEMNE 12 13,00 —-1.8 —1.4 2.4  —=3.0 0.7 -0.37 —0.29 0.49 —0.60 0.15 1.08
IN3 - TRES INTELLIGENT 5 6.00 0.2 —1.3 -1.6 3.5 2.9 0.34 —0.46 =—0.60 1.28 1.06 3.50
5 . Affection
AF1 - PEU AFFECTUEUX 13 13,00 4.1 1.4 0.2 -0.4 =0.2 0.84 0.29 0.07 —0.08 —0.04 1.08
AF2 - AFFECIUEUX 14 14.00 -4.1 —-1.4 ~—0.3 0.4 0.2 -0.78  —0.27 ~-0.0% 0.08 0.04 0.93
.- . . . . . [ S 4
6 . Agressivité
301 - PEU AGRESSIF 14 14.00 -2.1 -1 -1.6 =2.7 8 { —-0.20 -0.18 =-0.31 —0.51 0.35 0.92
AG2 - AGRESSIF 13 13.00 2.1 1.0 1.6 2.7 -1.8 1 0.43 0.21 0.33 0.55 —0.37 1.08
7 . Fonctian
FO1 - COMPAGHIE 10 10.00 -4.1 0.4 —0.3 -0.3 0.0 —1.04 0.10 =0.07 =0.09 —0.01 i 1.70
FO2 - CHASSE 9 9.00 | 1.2 —1.6 —i.3 -0.7 ~1.6 0.32  ~0.43 =0.35 ~0.18 —0.44 | 2.00
{ FO3 - UTILITAIRE a 8.00 | 3.1 1.2 i.6 1.1 1.7 1 0.84 0.37 0.48 0.32 0.51 § 2.38
O H H o - i

6€¢
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TasLEAU 10.6

TNDIVIDUS COORDONMNEES E CONTRIBUTIONS COSTHUS CTARRES i
........... - J— I -- - i e - - ———— ..i
IDEMTIFICATEUR P.REL DTS70 1 2 3 4 5 H| 2 3 i 5 1 2 3 1 5
RO 3.70 1.14 0.32 -0.42 -0.10 —-0.21 -0.12 5 0.8 1.7 0.2 1.1 0.09 0.15 0.0l @.04 0.0%
BAFSET 3.70 1.91 —=0.,25 1.10 -0.19 4.29 -0.52 {05 117 0.6 2.0 0.03 0.6 9.02 0.0& 0.14
BERGER ALLEMAND 3.70 1.54 0.49 =-0.456 —0.,50 .58 .28 1.8 2.1 4.4 7.8 0.15 0.14 0,16 0.22 0.05
BOXER 3.70 1.80 =0.45 —0.88 0.62 0.26 —0.36 1.3 7.5 g.4 1.6 0.11 10,43 0.27 o0.04 0G.12
BULL~-DIOG 3.70 1.64 ~-1.01 .55 =0.,16 =0.35 0.23 7.9 2.9 0.5 2.9 0.62 0.18 0.02 0.07 0.07
BULL-MASTIFF 3.70 2,09 0.75 .55 0.50 0.66 0.72 4.4 2.9 4.3 10,1 0.27 0,14 0.12 0.2% 0.25
CAMICHE 3.70 2.16 -0.91 —G.0Z =—0.58 0.63 0.43 6.4 0.0 5.8 9.3 0.39 0.00 0.15 0.16 0.09
CHIHUAHUA 2.70 1.86 —-0.84 0.84 —=0.47 =—0.09 =-0.:i8 5.4 6.9 3.Q 0.2 . 0.38 0.38 0.12 0.00 0.02
3.70 1,93 -0.73 0.08 .60 0.19 —0.:0 4.1 0.1 7.7 0.8 0.3 0.28 0.00 0.23 o0.02 0.01 ;
3.70 .11 0.12 —0.53 —=0.33 -0.66 0.19 1 0.1 2.7 2.4 10,z 0.9 0.0t 0.25 0.10 0.39%9 0.02 !
3.70 1.77 —0.65 -0.99 0.46 —-0.19 —0.14 | 3.2 9.4 3.7 0.8 0.5 0,24 0.55 0.12 ¢.02 0.0%1 {
DOBERMANN 3.70 1.56 Q.87 -—-0.32 =-0.45 .51 0.24 ! 5.9 1.0 ENY 6.1 L.} D.4¢ 0.06 0.13 0.17 0.04
DQGUE ALLEMAD 3.70 1.95 1.05 0.5% 0.17 .06 =0.32 8.4 2.5 0.4 0.z 2.5 E 0.56 0.13 0.01 .00 0,05 : -
3.70 2.1a —0.48 ~1.04 D.06 .60 0.25 1.8 10.4 0.% 8. 1.5 1 0.10 ©0.4% 0.00 0,17 0.03 S
3.70 1.20 0.14 -0.52 0.12 =0.47 .00 4.2 2.6 0.2 5. 0.0 0.02 ¢.22 0.01 0.18 0.00 ﬂ
3.70 1.38 0.88 0.03 —0.36 —0.02 =0.66 5.9 4.0 2.3 0.0 10.8 ¢.56  0.00 0.:0 0.00 0.232 E
ERRIER 3.70 1.78 —=0.848 0.14 0.05 0.29 -0.27 6.0 0.2 0.1 1.9 1.8 0.44 0.01 0.00 0.05 0.04 i a
GEarD BLEU DE GASCOGHE 3.70 1.44 0.52 —0.11 0.04 0.24 —0.82 | 2.1 0.1 0.0 1.4 16.5 0.12 0.01 0.00 0.04 0.46 | f
LABRADOR 1.70 1.77 —0.65 —-0.99 0.46 —0.19 —0.14 1} 3.2 3.4 3.7 0.8 (.5 n.24 0.55 0.12 0.02 0.0L : ™
LEVRIER 3.70 1.35 0.68 =(0.08 —-0.60 —-0.16 =0.35 3.5 0.1 6.1 5.0 3.1 0.31 0.01 0.26 0.1¢ 0.0% E
H 'LEF 370 1.90 .76 (.49 .59 0.13 —0.148 4.4 7.6 6,1 0.4 0.8 0.3 0.431 0.18 a.01 0.02 n
L 1,70 1.86 ~-0.81 0.44 -0.47 —0.09 £ i 5.4 6.9 3.Q 0.2 0.8 0.38 0.3 0.12 Q.00 0.62 9‘
SOTHTER 3.70 1.54 .67 -0.42 —0.69 0.06 0.55 3.5 1.7 8,1 0.1 7.5 0.2% 0.12 0.31 0.00 0.20 H E
SATHT-BEIRHARD 3.70 1.69 .58 0.59 4.8 —0.13 0.33 2.a .40 L0 0.4 2.0 0.20 0.21 0,47 0.01 0.06 'g
SETTER 3,70 1,14 0.50 -0.38 -0.2% —0.73 0.16 2.0 1.4 1.5 12.4 0.6 0.22 0.13 0.07 0.46 0.02 E’L
TECKEL 3.70 1.64 -1.01 0,55 =0.16 —0.35% 0.33 7.8 2.9 4.5 2.9 2.7 0.62 0.18 0.02 0.07 0.07 51:,’
TERRE-NEUVE 3.7G 1.66 0.38 0.49 0.66 —0.58 0.64 1.1 2.3 7.1 7.9 10.0 H 0.09 0.14 0.26 0.20 0.24 ; a
3
c
[= 1%
=
@
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Représentation des individus et des variables dans le premier plan factorial

Facteur 2
A :
BASSET |
o { Polds élevi
Lent i o
: MASTIFF
H A
1.0 Trette wite CHIHUAHUA ; Peu intelligent
PEKINOIS O
Pelit paids A :
o i
: SAINT-BERNARD
BULL-DOG A BULL-MASTIFF
TECKEL { TERRE-NEUVE DOGUE ALLEMAND)
0.5 7 A Untie
Peu affectueux
Agressil
g &)

FOX-TERAIER !
Gompagnie A ~neiER :
[m} A

CANICHE FOX-HOUND
0 --v-u-----------A- ------------------------------------------------------ H BT B
: LEVRIER oy
GRAND BLEU DE GASCOGME A A Grande tafle
Peu agressil H
Affectueux o ;
o ; DOBERMANN
o ; BEAUCERON oo r1en "
Intelligence moyenne : Chasse A POINTER o)
: tbaEnGER ALLEMAND  Trés rapidz
=051 EPAGNEUL FRANCAIS
H Trés rapide
COLLEY
Assez rapide BOXER Poids moyan
o A i o
LABAADOR .
EPAGNEUL BRETON ;
—104 DALMATIEN A f
Taille moyenne
‘ 0 i . .
-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

Facteur 1
FIGURE 10.2



Méthodes de
classification

Le but des méthodes de classification est de construire une partition, ou une suite de
partitions emboitées, d’un ensemble d'objets dont on connait les distances deux a deux.
Les classes formées doivent étre le plus homogene possible.*

[1.1 GENERALITES

[1.i.1 Distances et dissimilarités

En classification, que les données se présentent initialement sous forme d’un tableau
individus-variables ou non, toute 1'information utile est contenue dans un tableau n X n
donnant les dissemblances entre les 5 individus 4 classer.

1i.1.1.1  Définitions

Notons £ I'ensemble des 12 objets a classer. Une distance est une application de £ X E
dans R* telle que :

ai, j) = d(j, i}
d(i, j) = 0
di,j)=0&i=j
d(i, jy = d(i, k) + d(k, j)
Rappelons que toute distance n’est pas euclidienne ; il faut pour cela qu’elle soit
engendrée par un produit scalaire (voir chapitre 7).
Lorsque I'on a seulement :
di, jy = d(j, 1)
di,jy=0 di,iy=0
on parle de dissimilarité. Une similarité est une application s telle que :
s, j) = s(J, i)
s, j)=0
s(i, 1) = s(i, )

* Le lectaur désireux d'approfondir ce chapiire se reportera avec profit au livre de Nakache et Confais, 2004,
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Lorsque I’on a seulement une information du type suivant : i et j sont plus semblables que
k et I, on parle de préordonnance ; il s’agit d’un préordre total sur les paires d’éléments de E.

Shepard, puis Benzécri, ont montré que la connaissance d’une préordonnance suffit a recons-
tituer une figure géométrique de n points dans un espace euclidien de dimension réduite.
Benzécri a donné la formule approchée suivante pour reconstituer une distance d; connaissant
seulement le rang de cetie distance parmi les n(n — 1)/2 possibles :

I > 2r; — 1
Plxi<=-d;|=—""——+
(X” 2(") 0 — 1)
oul p est la dimension de I’espace.

Lorsque les données se présentent sous forme d’un tableau X de p caractéres
numériques, on utilise souvent la métrique euclidienne classique M =1, ou

M = Dz, la métrique de Mahalanobis M = V™', la distance L, : d(i, j) = X|xF — x¥|,
k

- Vg
la distance de Minkowski L, : d(i, j) = (E (xk — xhyr ) )
.

11.1.1.2  Similarités entre objets décrits par des variables binaires

Ce cas trés fréquent concerne des données du type suivant : i individus sont décrits par la
présence ou ['absence de p caractéristiques. De nombreux indices de similarité ont été pro-
posés qui combinent de diverses maniéres les quatre nombres suivants associés a un couple
d’individus :

a = nombre de caractéristiques communes ;

b = nombre de caractéristiques possédées par { et pas par j ;

¢ = nombre de caractéristiques possédées par j et pas par i ;

d = nombre de caractéristiques que ne possédent ni /, ni j.

Bien que posséder une caractéristique ou ne pas posséder la caractéristique contraire soient
logiquement équivalent, a et d ne jouent pas le méme réle pour des données réelles : le fait que
deux végétaux ne poussent pas dans la méme région ne les rend pas nécessairement semblables.

Les indices suivants compris entre 0 et 1 sont aisément transformables en dissimilarité par
complémentation a 1 :
Jaccard : ————;
a+b+ec
. . 2a
Dice ou Czekanowski ;: ———
2a + b+ ¢
v e LI
Ochial : ———r=;
(a + b}{a + ¢)
a
a+b+c+d’
a+d
a+d+2b+ ¢

Russel et Rao :

Rogers et Tanimoto :

De nombreux autres indices ont été proposés.
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{1.1.1.3 Accord entre distances et dissimilarités

Deux distances ou dissimilarités s’accordent d’autant mieux qu’elles respectent les ordres
entre proximités. A toute distance d correspond un ordre sur les parties d’éléments de E définies
par des relations du type d(a, b) = d(c, d). Pour comparer deux distances d, et d,, on for-
mera tous les quadruplets possibles de points de E et on comptera le nombre d’inégalités modi-
fiées (ceci constitue une distance entre classes de fonctions de E X E dans R* définies & un
automorphisme croissant pres).

L'ordre sur les paires défini par une distance s’appelle une ordonnance. Si ./ désigne
I’ensemble des paires de E, cette ordonnance peut étre représentée par un graphe sur J,
c’est-a-dire une partie E de J X J. Le nombre des inégalités modifiées n’est autre que le
cardinal de la différence symétrique des graphes G, et G, associés & d, et d, d(d, ; dy) =
card (G,AG»).

11.1.2 Accord entre partitions, indice de Rand

Une partition définit une variable qualitative dont les catégories sont les classes de la
partition. On pourrait donc comparer deux partitions P, et P, en étudiant le croisement des
deux variables qualitatives associées. Cependant, la numérotation des classes étant arbitraire,
il est préférable de considérer les paires d’individus afin de savoir si quand deux individus
font partie de la méme classe de Py, ils sont dans une méme classe de P-.

11.1.2.1  Tableau des comparaisons par paires associé a une partition

On notera C le tableau de taille n, telle que ¢; = | si les individus / et j font partie de la
méme classe, ¢; = 0 sinon. Il est facile de voir que C = XX ol X est le tableau disjonctif
associé a une partition P Les c; vérifient des relations particuliéres puisqu’une partition est
une relation d’équivalence :

Réflexivitéd : ¢; = 1
Symétrie : ¢; = ¢j;
Transitivité : ¢; + ¢ — ¢ = |
La derniére relation peut ne pas sembler naturelle, mais elle traduit linéairement le fait
que, si { et j sont dans une méme classe, j et k dans une méme classe, alors les 3 éléments
sont dans la méme classe.
On a de plus les formules suivantes :

@ le nombre m de classes de la partition est tel que :

n l
nm = E-“-—

izIZCij
=

e Sin, désigne le nombre d’individus de la classe u :

> Dcy = Trace(CC') = Xn}

i=1 j=1 u=1i
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11.1.2.2  Accord entre deux partitions

Considérons les n* paires d’individus, on notera :
a : le nombre de paires dans une méme classe de P, et dans une méme classe de P, (accords
positifs)
: le nombre de paires dans une méme classe de P, et séparées dans P,
: le nombre de paires séparées dans P, et dans une méme classe de P,
{ : le nombre de paires séparées dans P, et séparées dans P, (accords négatifs)

S

Le pourcentage de paires concordantes a/n® est un coefficient semblable 2 celui de
Kendall pour les ordres, mais il est plus courant d’utiliser (a + )/n* si I’on donne la méme
importance a I'appartenance au complémentaire d’une classe.

On a ainsi défini le coefficient de Rand R dans la version donnée par Marcotorchino et
Michaud (n? paires au lieu de n(n — 1)/2 paires dans la version originale de Rand).

En notant C' et C? les deux matrices de comparmsons par paire, on trouve facilement :

ny oo

a= 2 Ec,-jc,fj = Tmce(C‘C y =3 S,

i=1 j=1 u=1v=1

oll n,, est le terme général du tableau de contingence XX, croisant les deux partitions.
Ona:

" n

d= 2 2(1 - c}j)(l - e,-3j)
i=1 j=1
Le coefficient de Rand vaut alors :

[l

n ]

c,,c,, +3 (L —chd =) 222N — Xni — I+ n?

R__r | i=lj=1 __uv u v
= = =

3
n- n-

™
l\d =

W
J[

[l prend ses valeurs entre O et 1 ; il est égal & 1 lorsque les deux partitions sont identiques.
La version suivante (correction de Hubert et Arabie) est également utilisée :

eyl — Yl 3l
" Vv

RC= v

—113(211,3,_+ 211i,> = > >,
- " v " Vv

Son avantage est que son espérance est nulle si les deux partitions sont indépendantes,
mais I"inconvénient est que I’on peut avoir des valeurs négatives.

m Exemple : Considérons les deux partitions P; = (ab)(cd) et P, = (a)(bcd) de 4 objets.
Ona:

c' =

QO -
S O =
—_—_0 Q
—_—_ 0 O
[
—— — QO
_—— = O
— e O
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Le tableau croisé est :

a bcd
ab 1 1
cd 0 2

L’indice de Rand R = 10/16.

R = C[H'[l(G’lAGg)
n:
induits par les deux partitions. e

On notera que 1 — olt G,AG, est la différence symétrique des graphes

Card (G1AGQ) =6

ExE

Ficure 1 1.1

11.1.3 Aspects combinatoires de la classification

On pourrait penser que, muni d’un critére, la recherche de la meilleure partition soit
chose facile : E étant fini, il suffirait de considérer toutes les partitions possibles (2 nom-
bre fixé de classes ou non) et de choisir celle qui optimise le critere de qualité choisi. Les
résultats suivants montrent que cette tiche est insurmontable car le nombre de partitions
devient vite astronomique : un calculateur pouvant traiter un million de partitions par
seconde mettrait plus de 126 000 années pour étudier toutes les partitions d’un ensemble
de 25 éléments !

Il faudra donc, dans la plupart des cas, se contenter de solutions approchées.

[1.1.3.1 Nombre de partitions en k classes de n éléments

Notons P, ;, ce nombre appelé nombre de Stirling de deuxieme espece. On a les résultats

o, . n{n — 1) . .
triviaux suivants : P,y =P, , =L P, | = — Le nombre de dichotomies
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21] .
possibles est : P, , = 2""! — 1. En effet, il y a 2 parties de E, donc 5 partitions de E ou
couples de parties complémentaires, mais parmi elles il y a la partition { £, J} 4 éliminer.
Les nombres P, , satisfont & I’équation de récurrence suivante qui permet de les calculer
de proche en proche : (tableau 11.1)

Pu./-; = Pu-—),k—l + kPn—l.k

wa Démonstration : Soit une partition de E en k& classes et soit un élément ¢ de E : de deux
choses I'une, ou bien e est seul dans sa classe, ou il ne I'est pas : si e est seul dans sa classe
ilyaP,_, ,—, partitions de cette sorte ; si ¢ n’est pas seul dans sa classe c’est que £ — {¢]
est partitionné aussi en k classes et il y a P,_; , maniéres de le faire et e peut se trouver alors
dans I'une quelconque de ces k classes soit kP, ; possibilités. =

On peut montrer que :

nl ECL(_I)L i

I‘"
etdoncsin—>=pP, , ~ 0

11.1.3.2  Nombre total de partitions P, (nombre de Bell)
Ona:

k=n

Epnk

On peut aussi obtenir une formule de récurrence sur les P,

Considérons, comme précédemment, un élément ¢ : pour une partition donnée de £,
e se trouve dans une classe ; si cette classe a un élément, il y a P,_, partitions de E laissant
e seul dans une classe ; si cette classe a deux éléments, il y a C}_, maniéres de choisir le
compagnon de e dans sa classe et P,_, maniéres de constituer les autres classes ; si cette
classe a k éléments, il y a CAZ! manigres de choisir les compagnons de e et P,_, maniéres
de constituer les autres classes d’oi :

Pn=Pn'l+C}1—1P11—2+C%—1Pn~3+' -+ Cu IPM L+ T+ C;;:IZP)_*‘ 1

Si ’on pose par convention P, = |, on a la formule :

II=P()+(”_ I)Pl+C%—]P2+'~.+C7L;*1Pk+“.+Pn—l
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o 1 % k"

On démontre que P, =~ 2 —

e k!

TaBLEAU [1.1
TABLE DES P,
k -
| 2 3 4 5 6 7 8 P,
n

(I 1
2 1 1 2
31 3 1 5
4|1 7 6 1 15
5001 15 25 10 1 52
6 ! 31 90 65 15 1 203
7 |1 63 301 350 140 21 I 877
8 1] 127 966 1701 1050 266 28 1 4 140
9 1] 255| 3025 7770 6951 2646 462 36 1 21147
10 |1] 51| 9330 34105 42525 12837 5880 750 45 115975
It | 1] 1033[2850] | 145750 | 246730 | 179487 | 630987 | 11880 | 1155 1| 678970
12 |1]2047 | 86526 | 611501 | 1379400 | | 323652 | 627 396 | 159027 | 22275 4213597

11.1.4 Sur I'existence et la caractérisation
des classes d’un ensemble

La définition de classes « naturelles » pose d’épineux problemes. Si dans certaines
situations simples comme celle de la figure 11.2 on voit clairement de quoi il s’agit, il est
loin d’en étre ainsi la plupart du temps et il faut bien admettre que 1’on ne peut donner de
définition claire des classes a priori. Dol la difficulté de valider des méthodes de classi-
fication en essayant de reconnaitre des classes préexistantes.

X X X
X X X
X X X

FIGURE | 1.2

Bien souvent, les classes ne seront que ce qu’a produit un algorithme de classification.

Sur le plan pratique, la détermination du nombre « réel » de classes n’admet pas de

solution satisfaisante.

Notons enfin qu’il ne suffit pas de produire des classes : il faut encore les interpréter et uti-
liser alors I’ensemble des informations disponibles et pas seulement les distances deux a deux.
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1.2 LES METHODES DE PARTITIONNEMENT

11.2.1 Les méthodes du type « nuées dynamiques » ou k-means

Ces méthodes permettent de traiter rapidement des ensembles d’effectif assez élevé e
optimisant localement un criteére de type inertie. On supposera que les individus sont des
points de R” muni d’une distance euclidienne,

11.2.1.1 Inertie interclasse et inertie intraclasse

Etant donné une partition en k groupes d'un nuage de » points, on définira les quantités sui
vantes : g,, g5, . . ., & centres de gravité des k groupes et /|, I, . . ., I, inerties des k groupes.
On rappelle que I'inertie est la moyenne des carrés des distances au centre de gravité.

L’inertie totale / des 1 points autour du centre de gravité global g est alors égal i la somme
de deux termes (théoreme de Kénig-Huyghens) :

=1+ I,

oil [, est I'inertie intraclasse I, = TP, P; étant le poids de la classe i ef I; I'inertie inter-
classe ou inertie du nuage des k centres de gravité : Iy = 2P, d*(g;, g).
Un critére usuel de classification consiste & chercher la partition telle que 7, soit minimal pour
avoir en moyenne des classes bien homogenes, ce qui revient a chercher le maximum de /.
Remarquons que ce critere ne ' applique qu’a nombre de classes fixé : si k n’était pas fixé
la solution serait la partition triviale en n classes (un individu = une classe) qui annule /..

11.2.1.2 La méthode des centres mobifes

Due & Forgy, elle consiste & partir de & points pris parmi £ (en général tirés au hasard) ;
ces k points définissent une partition de l'espace, donc une partition de £ en & classes
E., E, ... E,. Lapartition de R” associée 2 k centres ¢, €, . . ., ¢; est un ensemble de domai-
nes polyédraux convexes déterminé par les hyperplans médiateurs des centres. E, est la classe
constituée par I’ensemble des points de E plus proches de c¢; que de tout autre centre (fig. 11.3).

Ficure 11.3
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On remplace alors les & points pris au hasard par les & centres de gravité de ces classes et
on recommence : 1'algorithme converge rapidement vers un optimum local car le passage
d’un centre arbitraire ¢; & un centre de gravité diminue nécessairement la variance interne des
classes.

Soit £, la classe obtenue en remplacant ¢; par g; centre de gravité€ de E... Il suffit de mon-
trez que :

é

i=|

1 1 &
- ( S d(_j.g,-)z) z;Z( > dik, g.—)?)

JEE, i=I\kEE,

car, d’apres le théoreme de Konig-Huyghens, g; n’étant pas le centre de gravité de E,,. le
membre de droite sera supérieur a la variance intraclasse de la partition E,,.

Or, st I'on considere un point quelconque, il figurera dans le membre de droite avec son
carré de distance au g; qui sera le plus proche de lui par construction des £, , tandis que dans
le membre de gauche il figurera avec sa distance & un g; qui ne sera pas forcément le plus
proche de lui. mais qui sera seulement son centre de gravité dans la partition E,.

Ceci démontre donc le résultat annoncé : le nuage étant fini (I'ensemble de toutes les
partitions possibles aussi), 1'algorithme converge car la variance intraclasse ne peut que
diminuer ; elle atteindra donc son minimum accessible 4 partir du systéme initial de centres
¢; en un nombre {ini d’itérations, le théoreme de Huyghens indiquant que cette décroissance
est stricte si g; n’est pas confondu avec ¢;.

L'expérience montre que le nombre d'itérations nécessaires est trés faible. Si au cours
d’une itération une classe se vide, il est possible de tirer au hasard un nouveau centre.

La figure 11.4 montre le déroulement de I'algorithme sur un cas d’école : on voit qu’en
deux itérations on a « reconnu » la structure existante.

FiGure 11.4

Cette méthode peut s appliquer & des données qualitatives a condition de travailler sur des
coordonnées factorielles. On a ainsi effectué une partition en quatre classes de 1’ensemble
des 27 chiens étudiés au chapitre précédent en utilisant les coordonnées issues de I’ACM du
tableau disjonctif (on utilise ici les 10 facteurs). Quatre centres ont été tirés au hasard (les
individus 11, 7, 18, 25) et on a abouti en moins de 10 itérations a la partition suivante :

Classe | : individus n" 2, 5,7, 8, 17, 22, 26.

Classe 2 : individus n® 4, 9, 11, 14, 19.

Classe 3 : individus n° 6, 21, 24, 27.

Classe 4 : individus n° 1, 3, 10, 12, 13, 15, 16, 18, 20, 23, 25.
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On a : inertie interclasse = 0.93665, inertie intraclasse = 0.73001, I'inertie totale valant
|

1.66667 = (—Em,-) - L
4

Dans la méthode précedente, on attend que tous les individus aient été affectés i une clasge *
pour recalculer les centres de gravité. La variante de Mac Queen procéde différemment : leg
centres sont recalculés apres I’affectation de chaque point.

La méthode des nuées dynamiques, proposée par E. Diday, est une extension de la
précédente. Elle en differe notamment par les traits suivants : au lieu de représenter une classe
uniquement par son centre de gravité, on la caractérise par un « noyau ». Ce noyau peut gtre
un ensemble de ¢ points (les plus centraux), un axe principal ou un plan principal, etc. :

1l faut donc disposer formellement d’une fonction de représentation qui, & un ensemble de .
points, associe son noyau.

Il faut ensuite disposer d’un algorithme de réaffectation des points aux noyaux. On pro-
cede alors par alternance des deux phases : affectation, représentation jusqu'a convergence

du critére choisi. La méthode des nuées dynamiques ne se limite pas au cas de distances”
euclidiennes.

Comme la partition finale peut dépendre du tirage des noyaux de départ (probléme
d’optimum local), on recommence alors toute I'opération avec s autres tirages. On appelle
« formes fortes » ou « groupements stables » les ensembles d’éléments ayant toujours été
regroupés lors de la partition finale pour les s passages de 1’algorithme.

1{.2.2 La méthode de Condorcet

Considérons un ensemble de n individus décrits par p variables qualitatives & m,, my, . . ., m,
modalités respectivement : on a p partitions différentes du méme ensemble.

La recherche d’une nouvelle partition revient donc i rechercher un compromis entre ces
p partitions initiales.
Soit C!, C?, ..., C” les tableaux des comparaisons par paires associés a &, &, .. ., &,
et C = DCk
X

c; est le nombre de fois parmi p oll les objets { et j ont €té mis dans une méme classe.

Soit C' = 2C — p. On a alors ¢; > 0 si / et j sont dans une méme classe pour une majorité
de variables &%, c; <0 si il y a une majorité de variables ol 7 et j sont dans des classes
différentes ; ¢;; = 0 s’il y a autant de variables pour lesquelles i et j sont séparés que de
variables pour lesquelles i et j sont réunis.

Un critere naturel pour former une partition « centrale », compromis entre les p parti-
tions, consiste alors 4 mettre / et j dans une méme classe & chaque fois que cj; est positif
et & les séparer & chaque fois que cj; est négatif. Malheureusement, ce critere ne fournit
pas nécessairement une partition : il peut y avoir non transitivité de la régle majoritaire.
C’est le paradoxe de Poincaré : ce n’est pas parce qu'il y a une majorité pour réunir 7 et j,
Jetkqu'il y a une majorité pour réunir / et k.

11 faut donc imposer les contraintes des relations d’équivalence ce qui revient & chercher
la partition satisfaisant au mieux Ia majorité des partitions initiales.
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Si Y est le tableau des comparaisons par paires de la partition cherchée, on a donc &
résoudre le probléme suivant :

max 33, chy
i

it vu
avec : Vit yp T = 1
y; = 0oul

C’est un probleme de programmation linéaire bivalente dont on peut trouver une solution
exacte (pas forcément unique) si 7 est faible, ou une solution approchée si n n’est pas trop élevé
en utilisant des heuristiques (voir I’ouvrage de Marcotorchino et Michaud cité en référence).

nin — 1)

1l y a, en effet, de I'ordre de n? inconnues ( exactement) et de 'ordre de n’

contraintes.
On aura remarqué que le nombre de classes n’a pas a étre imposé, il fait partie de la
solation.

La distance de la différence symétrique entre les deux partitions associées aux tableaux
Cret Y vaut :

220y = efl = 22y — ey = X3eh — Xeifyy = d(ChY)
i J g [ i J

La partition cherchée est donc celle qui est a distance moyenne minimale des partitions
initiales puisque :

Sy, € = min| S5e, - S5eiy,|
k i i

ce qui revient A chercher max, »,¢}y;.
iJ
D’aprés le paragraphe 11.1.2, la partition optimale est donc celle qui maximise la somme
des indices de Rand avec chacune des partitions associées aux p variables qualitatives. On
retrouve ici une propriété d’association maximale :

max Y, (¥, &)
r

ot & est un critere d’association entre variables qualitatives.

Lorsque @ n’est pas I'indice de Rand, 1l faut en général fixer le nombre de classes de .
En I’exprimant en termes de comparaison par paires, c’est-d-dire en explicitant la mesure
d’association @ en fonction des tableaux Y et C*, on peut se ramener i un probléme de
programmation linéaire dans certains cas.

Ainsi I'indice d’association de Belson entre deux variables qualitatives défini par :

WY, I =SS, (n.“. _ . n‘.v)~

n v n
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oll n,, est le terme général du tableau de contingence croisant ¥ et Z* s’écrit avec leg
tableaux Y et C* :

§‘ i( C—i—a— ‘-. )‘U 22 aU"l

I-—IJ-—[

11.3 METHODES HIERARCHIQUES

Elles consistent en un ensemble de partitions de E en classes de moins en moins
fines obtenues par regroupements successifs de parties. Une classification hiérarchique se
représente par un dendrogramme ou arbre de classification (fig. 11.5) :

a b ¢ d e
Ficure 11.5

Cet arbre est obtenu de maniere ascendante dans la plupart des méthodes : on regroupe
d’abord les deux individus les plus proches qui forment un « noeud », il ne reste plus que
n — | objets et on itére le processus jusqu’a regroupement complet. Un des problémes
consiste 4 définir une mesure de dissimilarité entre parties. Les méthodes descendantes, ou
algorithmes divisifs, sont plus rarement ntilisées.

11.3.1 Aspect formel
11.3.1.1 Hiérarchie de parties d’un ensemble E

Une famille H de parties de E est une hiérarchie si :

a) E et les parties 4 un €lément appartiennent a H.

bYVA,Be H AN Be [A, B, J}. En dautres termes, deux classes sont soit disjointes,
soit contenues I’une dans I’autre.

¢) Toute classe est la réunion des classes qui sont incluses en elle.

A toute hiérarchie correspond un arbre de classification :
=m Exemple: H = {J,a, b, c. d, e f;ab;abe, de, def, abedef} (fig. 11.6) =

Une partition de E compatible avec H est une partition dont les classes sont des élé-
ments de /. D’une maniére imagée, c’est une partition obtenue en coupant I’arbre selon une
horizontale et en recueillant les morceaux.
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a b c d a f
Ficure 11.6

Lorsque I’on peut dire qu’un élément ou une partie A est reliée 4 B avant que C ne soit
reliée & D, autrement dit s’il existe une relation de préordre totale compatible avec la rela-
tion d’ordre naturelle par inclusion, on dit qu’on a une hiérarchie stratifiée.

Une hiérarchie est indicée s’il existe une application i de H dans R* croissante, c’est-a-
dire telle que si A C B : i(A) =< i(B). A toute hiérarchie indicée correspond une hiérarchie
stratifiée. Les indices sont appelés niveaux d’agrégation : i(A) est le niveau auquel on trou-
ve agrégés pour la premiére fois tous les constituants de A. Ainsi, dans la ligure 11.7 on a
i(c,d) = leti(a, b, c)=0.5.

0.5 !
0.4
0.2
0
a b c d e
Figure 1 1.7

Les niveaux d’agrégation sont pris égaux, en général, 4 'indice de dissimilarité des deux
parties constituant la réunion i(a, b, ¢) = d((a, b), ¢).

Le probleme se pose alors de savoir si la hiérarchie peut présenter ou non des inver-
sions : si a, b sont réunis avant ¢, d dans 1’algorithme, on doit avoir i(a, b) < i(c, d) sinon
il y a inversion.

11.3.1.2 Distances ultramétriques
A toute hiérarchie indicée H correspond un indice de distance entre éléments de H : d(A, B)

est le niveau d’agrégation de A et de B, c’est-d-dire 1'indice de la plus petite partie de H conte-
nant 4 la fois A et B.
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Cette distance posséde la propriété suivante, dite propriété ultramétrique :

d(a, b) = sup {d(a, ¢); db,c)) Ya,b,c

En effet, de deux choses 1'une, quand « a » a été réuni & « b » pour la premiére fois :

~ ou bien ¢ n’est pas encore réuni & a (ni a b par conséquent), il sera donc réuni plug
tard, donc d(a, ¢) qui est égal a d(b, c). puisque « et b sont maintenant réunis