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I. INTRODUCTION

1°) Position d'un probléme de Plasticita.

Les hypothé&ses.

Soit un corps de forme donnée (géndralement de forme géométrique simple :
cylindre, parallélépipdde rectangle, massifs 3 surface plane, etc ..,) et réalisé

dans un matériau donné. Le probléme 3 résoudre est le suivant :

Le corps Etudié est soumis i des contraintes ou des déplacements exercés
sur sa surface extérieure. Calculer les contraintes et les déformations qui en ré-

sultent en chaque point du corps, connaissant :

—~ les conditions aux limites (contraintes imposées, déplacements des

points de la surface extérieure, etc ...)

- la loi de comportement plastique du matériau (élastique-plastique
avec écrouissage, €lastique parfaitement plastique, rigide-plastique

avec &écrouissage, rigide parfaitement plastique).
Notons que nous nous intéresserons seulement 3 1'&coulement initial (peti-
tes déformations), pour un matériau homogéne et isotrope. Nous négligerons les for-

ces d'inertie (déformations suffisamment lentes, 3 vitesse constante).

Bilan des inconnues.

Il convient de choisir un rep&re dans lequel un point quelconque sera
désigné par ses coordonnées spatiales. Le choix du repére (orthonormé direct) se
fera en tenant compte des symétries du corps (systéme de coordonnées cartésiennes,

cylindriques ou sphériques, suivant les cas). Les inconnues du probléme sont :

— Les composantes du tenseur contrainte en un point. Ce tenseur du 3&me
ordre &tant symétrique, le nombre des composantes 3 déterminer est de 6 (nous les
noterons o avec i, j:x, y, z par exemple pour un systéme de coordon-
nées‘cartésiennes). Notons que l'on peut aussi prendre pour inconnues les 3 con-
traintes principales o > o, s 0, ( o i: 1, 2, 3) et 3 angles repérant les
directions principales.

~ Les composantes d'un vecteur caractérisant la déformation. On choisit
en général le vecteur déplacement d'un &lément. Ce vecteur a trois composantes

u, VvV, w (ui i: x, y, z par exemple). En réalité on ne peut pas
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déterminer directement les u . On calcule d'abord les composantes du tenseur
vitesse de déformation, que nous noterons éU (i, 3 : x,v,2 par exemple). Ces
composantes sont en relation directe avec les u. (par exemple, pour des coordon-

- P . 1

e rtésiennes, €;; == (u, ., +u. .).
nées cart > S 5 ( W uJ’l)

Notons que 1l'hypothése de 1'isotropie du matériau nous améne 3écrire que

les directions principales des temseurs contrainte et vitesse de déformation coin-

cident. Au total, le nombre des inconnues est de 9. En r&alit&, nous verrons qu'une

inconnue supplémentaire s'introduit, ce qui porte leur nombre i 10,

Bilan des &quations.

Pour que le probléme ait une solution unique, il faut que nous disposions

de 10 équations. Ces &quations sont de trois types :

. Equations de 1'éguilibre :

On &crit qu'un élément est en &quilibre sous 1l'effet des contraintes qui
lui sont imposées et des forces de volume qui peuvent @tre appliquées (par exemple
le poids de 1'élément considéré). Notons que cet Bquilibre est un &tat limite, car,
en réalité, comme nous le verrons ci-aprés, les contraintes ne sont pas quelconques,
mais vérifient 1'équation de la surface limite du matériau. L'équation vectoriel-
le de 1'équilibre se projette sur le repére orthonormé choisi et fournit 3 équa-

tions.

Par exemple, en coordonnées cartésiennes, ces &quations s'&crivent :

o’lJ,j = Ui (i, j: =, ¥y, 2)

Les Ui sont les composantes des forces de volume. Notons que ces 3 &quations ne

font intervenir que les contraintes.

Le critére d'écoulement plastique :

C'est une équation de la forme F(cﬁ ) = 0. Elle fixe l'ensemble des

états de contrainte i partir duquel 1'&quilibre d'un élément est rompu. Ce critére

est caracté@ristique du matériau. Dans un espace 3 3 dimensions, o

1'appellerons espace E3 ), l'é&quation F( aﬁ ) = O représente une surface

» 03, 0y (nous
dont tous les points correspondent & un état limite. C'est pourquoi, on 1l'appelle
surface limite. Tout point intérieur & cette surface représente un &tat de contrain-
te tel que 1'équilibre limite n'est pas atteint. Aucun &tat de contrainte admissi-

ble ne peut 8tre représenté par un point extérieur & la surface limite. Notons que



le critére d'écoulement ne fait intervenir que les contraintes.

- La_loi d'&coulement plastique :

Elle traduit la maniére dont s'effectue la déformation plastique. Elle
s'exprime par des relations entre les composantes du tenseur vitesse de déformation
et les composantes du tenseur contrainte. En général, on utilise une loi & potentiel,

en postulant 1l'existence d'une fonction G( o, ) telle que

i
= 9G(oij)

&

A est un coefficient de proportionnalité arbitraire et constitue la 108me incon~
nue de notre probléme.
Notons que 1l'emploi d'un &coulement 3 potentiel requiert 1'identité des
directions principales des tenseurs contrainte et vitesse de déformation. Il est

donc légitime de 1'utiliser pour un matériau isotrope.

Finalement, nous disposons bien de 10 €quations pour 10 inconnues.

Remarque.

Nous avons vu que 4 équations ne faisaient intervenir que les contraintes.

Les 6 autres font intervenir les composantes des deux tenseurs. Il n'est domc pas
possible de résoudre le probléme statique (en contraintes), séparément du probléme
cinématique (en vitesses de déformations). Les deux champs se déterminent donc
simultanément en résolvant les problémes aux limites posés relativement au systéme
des 10 équations. La solution sera unique si toutes les données sont analytiques.

On est ainsi conduit & des problémes d'analyse parfois difficiles. C'est pourquoi,
on se borne souvent 3 des cas particuliers (cas plans pour les contraintes ou les

déformations) ou 3 des cas de symétrie (symétrie axiale par exemple).

2°) Matériaux de MISES et de COULOME.

Le critére d'écoulement du matériau de MISES, L46] s'exprime par 1'équa-

2 2
F(U'LJ')= (031 —- 0'2)24— (o*z— 0‘3) + (0'3"* 0::) -6K2=O

K est une constante caractéristique du matériau (limite d'écoulement en cisaille-

ment pur).
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Dans l'espace E., des contraintes principales, c'est 1l'équation d'un

3
cylindre de révolution autour de la trissectrice, de rayon K‘\/Z_.

Pour le maté&riau de COULOMB, le critére d'écoulement s'écrit :
A
Foj) = %[W‘z) + (6 -03) + (05 =) } - & (0, +0y + 73)- K0

K est une constante (limite d'écoulement en cisaillement pur). @ est aussi une

constante.

La surface limite, dans 1'espace E3 est un cone de révolution autour

de la trissectrice, de demi-angle au sommet 3 tel que g B= O(Vé?



Influence de la pression isotrope.

Pour le matériau de MISES, la section de la surface limite par un plan
perpendiculaire & la trissectrice ( 04+ 03 + Oz = cte) est toujours un cercle de
méme grandeur. Cela signifie que 1'&tat de contrainte limite n'est pas sensible 3

la pression isotrope (ou au premier invariant du tenseur contrainte).
Pour le matériau de COULOMB, par contre, la section i pression isotrope
constante est un cercle dont le rayon croit avec la valeur de la pression isotro~

pe. Le matériau de COULOMB est donc sensible I la pression isotrope.

Matériau "standard" et matériau "non standard".

Quand F( 9 )= G{ o}) » le mat&riau est dit standard. C'est 1'écou-
lement & potentiel classique. Si F( OH) # G % ) » le matériau est dit non

standard par RADENKOVIC [22] .

Dans 1'espace E3 » 1'8quation G{ DU) = Qest celle d'une surface qui
coincide avec la surface limite dans le cas du matériau standard. Pour un matériau
non standard, on choisit souvent pour G((ﬁj) une surface de méme forme que la sur-

-~

face limite et intérieure & celle~ci.
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-~

L'&coulement 3 potentiel et 1'incompressibilité.

- ’ . - . . .
Le vecteur € , de composantes €] Vitesses de déformation principales,
peut &tre représenté dans 1'espace E3 , avec une métrique appropride. L'hypothése
-l
de 1'&coulement 3 potentiel impose au vecteur € d'@tre perpendiculaire 3 la sur-

face G au), du moins en un point ordinaire de celle-ci.

Si la déformation s'effectue sans changement de volume, si le matériau

est incompressible, on utilise 1'hypoth&se de 1'incompressibilit&. Celle-ci se tra-

duit par l'équation : | ;*xﬁ
ce qui signifie que dans 1l'espace Ey

>
le vecteur € doit &tre perpendiculaire 3 la trissectrice.

Nous voyons que l'hypoth&se de 1'Bcoulement 3 potentiel et 1'hypothése
de 1'incompressibilité risquent d'&tre contradictoires.

-~

Pour le matériau de MISES, la surface limite &tant & génératrices paral-

léles a la trissectrice, une hypothé&se entraine 1l'autre. 4 T T we 7
Pour le matdriau de COULOMB, par contre, il y a incompatibilité&, 3 moins
de choisir un matériau non standard tel que la surface G(ou) soit paralléle 3

la trissectrice (cas particulier ol [; = 0).

3°) Matériaux de TRESCA et de COULOMB généralisé.

Pour le mat&riau de TRESCA, [Zg]la surface limite a pour &quation :
2 o> 0 > G
2 “ & )
Fla)= (g -6)-4K =0 .
) “ ! {",J/z -'42/3)

K est la limite d'écoulement au cisaillement pur.

Elle représente un prisme droit i base un hexagone rdgulier, axé sur la

trissectrice.

Pour le matériau de COULOMB généralisé [3] , TIOUs avons :
6 LG < M
F(‘f,)) = lo; ~ O“J\ - (6 + cd)s‘mcID 2c cosP =0 Yoo a, >0 (5.‘).1\-'4:?,3)

oli et ¢ sont des constantes caractéristiques du matériau. Notons que l'on a
q

(#4



K = ¢ccos®. La surface limite est une pyramide axée sur la trissectrice, dont

la base est un hexagone irrégulier.

Le matériau de TRESCA est insensible i la pression isotrope au contraire

du matériau de COULOMB généralisé.
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Non analyticité de la surface limite.

Les matériaux de MISES et de COULOMB ont des surfaces limites régulidres
(& part le cdne qui compte un point singulier en son sommet. Ce point est représen-

tatif d'un état de contrainte bien particulier, dont 1'&tude ne présente pas de

difficulté).

Par contre, les matériaux de TRESCA et de COULOMB généralisé présentent
des lignes singuliéres sur leur surface limite. Ce sont les ar&tes. Les &tats repré-

sentés par chacun des points de ces lignes risquent de ne pas étre déterminés de

manidre unique.

Les différents régimes plastiques.

Les surfaces limites du matériau de TRESCA et de COULOMB généralis& étant

polyédrales, l'étude des différents &tats possibles se fera par "régimes", chaque

-~

régime correspondant i ume face ou @ une aréte.

Ces différents régimes plastiques sont repérés par leur image sur 1'inter-

section de la surface limite (ou la surface G oﬁ ) pour les maté&riaux non stan-

dards) avec le plan ¢4 = .
3 =0 .
o> h C B
D ) A q p/ © A 9
x o Cd
E F
E F
Matériau de TRESCA Matériau de COULOMB

généralisé
Ils sont classés en 4 groupes :

Groupe 1 Régimes B et E
" 2 " AB, EF, BC, DE
" 3 " A, F, C, D
" 4 " AF et CD
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Problémes de passage d'une face & 1'autre.

Quand le point figuratif de 1'état de contrainte se déplace sur une face
-ty
de la surface limite, le vecteur ¢€ a une direction bien déterminée. Par contre,
-
le long d'une ar@te, il y a indétermination, la direction du vecteur € pouvant

varier entre deux limites correspondant aux deux faces adjacentes.

Si la premiére face a pour &quation GI( o-IJ ) =0 et la face adjacente Gz( aij 1=0
nous pouvons considérer que l'arEte commune aura pour équations

- ar exemple

a = a, (p ple)

B GlF)+ 1-p) 6oy T=0

/L Etant une inconnue supplémentaire pouvant varier entre 0 et 1, ces valeurs

-~

extrémes correspondant respectivement i 1'une et & l'autre des deux faces.

Les régimes d'aréte (ou de HAARrKARMAN)[?] font intervenir. une inconnue
supplémentaire, mais nous disposons aussi d'une équation supplémentaire (iei

6= & )

4°) Les problémes 3 symétrie axiale.

Outre la simplicité qu'elle introduit dans les calculs, 1'hypothése de la
symétrie axiale présente un intérdt certain pour les problémes présentant cette
symétrie dans la géométrie du corps &tudié (tous les corps & symétrie de révolution)
ou les corps semi-infinis sollicités par une fondation (par exemple) présentant

cette symétrie.

Quelques &tudes en symétrie axiale.

Nombreux sont les auteurs qui ont &tudié des milieux & symétrie axiale
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en déformation plastique.

Examinons quelques ouvrages &tudiant un corps de révolution soumis 3 des

contraintes présentant aussi cette symétrie :

H. LIPPMANN [44] utilise un matériau de TRESCA incompressible. Il &tudie
des corps cylindriques soumis 3 une pression radiale, et 3 une traction (ou une
compression) axiale. Il résoud le probléme cinématique et montre que les réseaux
de lignes caractéristiques du champ statique et du champ cinématique coincident.
Il intégre les &quations de 1'équilibre statique, pour un régime de face, en sui-

vant les trajectoires.

R.T. SHIELD [23] étudie l'&coulement d'un milieu de Tresca soumis i des
contraintes radiales et axiales. Il donne une discussion générale des &quations de
base et montre 1l'int&r&t des régimes d'aréte. Les différents régimes plastiques

sont abordés.

A.D. COX, G. EASON et H.G. HOPKINS 1:4] font des études semblables pour

un matériau de COULOMB généralisé.

Notons que ces auteurs ne font pas intervenir la torsion dans leurs ouvra-
ges. La direction O est toujours direction principale et le probléme se raméne 3

une étude dans un plan méridien.

Quelques auteurs font intervenir la torsion. La plupart limitent leurs
dtudes aux coques (parois minces). Citons par exemple J.E. PANARELLI et P.G. HODGE
Jr[4ﬁ42]. Ces derniers auteurs ont en outre consacré@ un ouvrage [ZO] 3 1'étude
d'un cylindre creux & parois épaisses, réalisé dans un matériau de MISES, soumis &
des pressions radiales, 3 une charge axiale et & un couple. Ils comparent leurs
résultats avec ceux qu'ils avaient obtenus pour les coques, en faisant tendre

1'épaisseur du tube vers zéro.

5°) Objet de motre Etude.

Il nous a paru intéressant de traiter le probléme de déformation plasti-
que d'un cylindre creux, 3 parois &paisses, sous l'effet combiné de pressions radia-
les, interne et externe, d'une action axiale (traction ou compression) et d'un cou-
ple de torsion. En effet, les mesures expérimentales que 1'on peut faire i ce sujet
permettent seulement une interprétation globale des phénoménes (en particulier de

la rupture d'équilibre). Le but de notre &tude est donc d'essayer d'approfondir la
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connaissance de ces phénomé@nes en tout point intérieur du corps &tudié. Ceci, pour
connaitre la répartition des contraintes et des déformations en tout point. Nous

avons &tudié ainsi un matériau de TRESCA, puis un matériau de COULOMB généralisé.

Pour le matériau de TRESCA, nous montrons que 1'hypothése de la déforma-
tion plastique homogéne n'est acceptable qu'en régime d'aréte. Nous &tudions les
différents régimes plastiques possibles et donnons une solution dans chaque cas

pour les champs statique et cindmatique.

Le matériau de COULOMB généralisé est traitéd de la m@me fagcon (nous avons
essayé de retrouver les résultats obtenus pour le matériau de TRESCA comme cas par-—
ticulier). Nous sommes arrivés aux mémes conclusions que pour le matériau de TRESCA.
Enfin, nous avons &tudié le cas particulier d'un matériau de COULOMB généralisé

incompressible.
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II. LES EQUATIONS DE LA PLASTICITE
EN SYMETRIE AXIALE

1°) Systéme de coordonnées.

Le systéme de coordonnées utilisé en symétrie axiale est le systdme de
coordonnées cylindriquey dont les 3 variables sont r (distance 3 1l'axe de symé-
trie), & (angle polaire dans une section perpendiculaire 3 1l'axe), z (cote sur

1'axe).

L'origine du repére sera prise sur l'axe de révolution.
rod < ~ .
L'axe 0z porté par l'axe de ré&volution.
' -
L'axe Or porté par un rayon.

L'axe ()5 perpendiculaire directe aux deux axes précédents.

L'origine O sera précisée dans chaque probléme. On la choisit en général dans

la section m8diane, ou 3 une extrémité& de la structure &tudiée.
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°) Equations de 1'équilibre en coordonnées cylindriques

Soit un &lément de matidre limité par les plans z et z +dz , G et

6+ dE et les cylindres de rayon r et r + dr . Ecrivons qu'il est en équili-
bre sous l'action de toutes les forces en présence : Contraintes et forces de volu-

me.

zZ+dz

-1 G 9% 4
| ar
1 dr
|

a6

—

r , repéré par l'angle 8+ 5

Projetons sur 1'axe des

(%B-qfdr (r+dr)d€dz - o, rdBdz= —-(o- .,.a_ﬂ)drdz smie d.-dzsin_dé_g"
26
-T. drdz cos ‘;_9 +(%p + ')z"edg) drdz cos dg + U,. rdrdzdf = 0

dr , dB et dz sont des infiniment petits. Nous négligerons les termes du
48me ordre devant ceux du 3&me ordre. De plus, nous ferons CoOS 59#4 et sm&#g@

En divisant par rclv'cjgdz s 11 vient :

i e mR b0 a
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Projetons sur l'axe des 9 défini par 1'angle polaire & + %.9...;_7,'

(2;'6 -+ );:re dr)(r-rdr)dgdz -2;9 rdBdZ + (Oa +3;.‘9-9 c/9)dv‘dz c,osd?e_

—6pdrdz cos% '*'(Tre +%7'9@ JB) drdz sin_cle+ T, drdz single

+ f‘Z‘ a;ez Jz)rdrde -T2 rdrdf + (»b rdrd8dz -0

ezt

Avec les m@mes démarches que précédemment, il vient :

%o . A4 9% _ dloz _ 2 U.-0
g0 A 0 Ltz | 2z + = (1.2)
> v %8 T e tete

Sur 1l'axe des =z

(Zn'rz . ab'l’rz dr )(Y‘ +dy-)d9c/z - sz r-c/9n[z + (Tez + % o/B)chc/z — Zézdro/z
ga_l dz)rdrdg -G rdrdB U rdrdBdz = O

+{0'z-r

Soit en réduisant :

%EE +%% gj__z +:-{—Trz+uz=o .3
r

3°) Relations entre les €jj et les ug

Nous avons vu que les composantes physiques du tenseur vitesse de défor-

mation &taient en relation avec les composantes du vecteur déplacement. Etablissons

ces relations pour des coordonnées cylindriques [5] .

Composantes du tenseur métrique Fuclidien.

Soit le systéme de coordonn&es cartésiennes x, , X, , x, et le systé-
) 2 3
me de coordonnées cylindriques 9'1 R 92 . 93 ( &, =r , BZ= 6 . 93 = z). La longueur

d'un élément de courbe est donné par son carré :

; .
d52 = é’;j c]z cli (i, j:=1, 2, 3) en coordonnées cartésiennes
de?

0X; dx;

Les g sont les composantes du tenseur métrique Euclidien du systéme de coordon~

K jam
j Jé CIB (ky, m =1, 2, 3) en coordonnées cylindriques
Km

nées 94, &, , 53. Nous voyons que ce tenseur est symétrique. Or, em coordonnées
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cylindriques, nous avons :
2
:.c[rz.;.rza/@ -f-ClZ2

Par identification, il vient :

=1 =r =
Err &6 8z = 1 Erp oz
. . fn 4 .
Le tenseur métrique associé a pour composantes 3 = _ si ﬂ %0 et
Ty Km

3“""-;0 si gK =0 , soit :
m

grr /1 399=_i 522-‘-4 5V‘9~3V'Z —552=O

e

Symboles de Christoffel.

Ils sont dé&finis par les relations :

( 92/63):i360‘(350'ﬁ - éﬁa‘o( _ 93{@) (i, « ,ﬂ, 6 :1, 2, 3)
f‘ 27 06« ' 385 96
En coordonnées cylindriques ﬂ g‘.J- = 0O si i # j. Les relations précédentes

deviennent :

_ ig“"{aﬁhp L 9% _ 95“/3) @ %, 81, 2, 3)

* 2 TP
Si o =/3 le seul terme b/ non nul est obtenu pour o{~/s’ & s
aﬂg& - 2r 08 (grr et g, sont des constantes). S5i X £
9, =0 - o si fo=<( 99.< =0 sauf pour i = é s B= )‘9” =2r
N Fr

{N#i
P#-L 5‘/5 :‘ZL_ = 0
' c
Nous voyons donc qu'il reste 3 [‘:f’ non nuls :

o =

égra )_9,.5 3390 -
J (56 e T or ) -
e

o - fo -4 g7 ( e Yo Yo

v = B

Composantes physiques du tenseur vitesse de déformation.

5 Ml*

Le vecteur déplacement a pour composantes uy dans le repére 94,92 ,93

(u1 =u, u, =v, ug = w). Les composantes tensorielles correspondantes sont :

;L =\/3_L,J._‘ w. soit : § U=l ; % 9y V= rv% ‘@:u/:w

Le tenseur vitesse de déformation a pour composantes tensorielles :
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e‘d = %—(“L/J + Uj /l.) - oll ui/j est la dérivée covariante
définie par uc/M:b—W—-E( Ug .
Les composantes physiques Ecj du tenseur vitesse de déformation sont reliées

3 ses composantes tensorielles par les relations :

I F\ﬁﬁ ‘.
i \@u—‘vﬂd—. ) j ¢

Finalement, les relations entre é’z] et 8‘2/ s'écrivent :
s VeS| A2k %) T Lo
ELJ— gj [2(59‘}-}-)9‘:)—!1; ;U‘ @,3i,a0:1l,2,3)
Soit : e - - A 3_“ _éi du
" v Z ( o ) = 5
Epp = € zii(é_r_v ) pru| oA L u
06 2] r?-[z Y] 439 + ~7?-tr—r-

m .
1
N
NN
Q.
T
L
Q-
S
QU
g

Ms

b =?’fv9 =
b =Y, =4[22
o =l () A 1

4°) Simplifications dues & la symétrie axiale.
a . ym

-~

L'hypothése de la symétrie axiale conduit 3 postuler que le probléme se
présente de facon identique dans tout plan passant par l'axe de symétrie. Ceci se
traduira dans les équations par le fait que l'angle polaire 7, repérant un plan

méridien, ne doit pas intervenir. Les dérivées partielles par rapport 3 6 seront

prises égales 4 0 .

Les équations de 1'équilibre deviennent :

0% . Sr-G® LU _O

or v
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6 + Ug =0 équationg 1

Les composantes physiques du tenseur vitesse de déformation sont :

! . . dw Co b dw

er:_‘;‘% (2-4) ; ez.__.aT (2_3) | er,_/z' b:+ r) (2-5)
. . v J - Y A }W -
eez_ff_ (2-2) , Yr9=é 7:\'1-3\7/-) (2-4) Yoz = T (2-6)

5°) Transformation aux lignes principales.

Nous avons vu que les critdres d'écoulement des différents matériaux envi-
sagés s'Ecrivaient de facon simple en fonction des contraintes principales. Cette
écriture devient plus compliquée quand on utilise les composantes dans un repére non
principal. Il parait donc plus simple de choisir comme inconnues les valeurs prin-—
cipales des tenseurs contrainte et vitesse de déformation et les angles repérant

les directions principales de ces tenseurs.

Pour transformer les &quations que nous venons d'établir, en fonction
des valeurs principales, il suffit de trouver les relations existant entre les OE/
et les 61( , les é%; et les ék (i, j : r, 9‘, z etk : 1, 2, 3). Les tenseurs
contrainte et vitesse de déformation ayant memes directions principales ( matériau
isotrope ) , il suffit de faire 1la transformation pour les contraintes et de la
reproduire pour les vitesses de déformation.

Le tenseur contrainte a pour composantes physiques, en coordonnées

cylindriques :

e Tre Trz

Notons T le repére cylindrique
62 9z
en coordonnées principales, il s'dcrira :

C, 0] 0
Notons T" 1le repdre principal
o 0_2 o P P C1lp

o o) O'3



- 18 -

Le repdére T" est repéré dans le repére T par ses angles d'Euler. Remarquons

. _— PN . .
qu'une rotation autour de 1l'axe 0z ne modifie pas les tenseurs contrainte et vi-
tesse de déformation (symétrie axiale), par conséquent le repére T" se déduit du

repére T par deux rotations seulement.

/ ‘ / " —
Nous &crirons : T R(é; ‘(’D! T R (Y’/ )T”
e —~ -~
L i, L

T v «

Nous avons noté en dessous de chaque repére les vecteurs de base qui le composent.
La notation R(& , @) signifie rotation d'angle (X autour du vecteur .

Soit [Aij] , de coefficients a5 ; la matrice de la transformation faisant pas-

ser de T & T" . Le tenseur contrainte se transforme de la fagon suivante :
i i -
= a., O] avec O -0 si ALl
% = % %Gt ke Wt %=

et (i, j: 1, B, 2) (k, 1:1, 2, 3).

Calculons les aij en effectuant le changement de base de T & T" . Sur les
figures ci-apr&s, nous pouvons &tablir :

—_— - —_ .,

i, = U cos +K sin v

¢

3: = TsiwL// sind -I-Tcosg —7’cos ¥ sind
R: =-_ir.'simr cosé -rT sind  +K cos ¥ cos S

7 g
z \ z \Z
¢ N
N
\ o\
Y
N\
v

kA AN v
\ K G \ v «
4 3, e=z%2 7’\ - b=c,
J ==
e \
— ik N =
J] e L f
G YT
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.. 4 2 3
d'ou : | ] |
cos \1/ o Sin Y —_—r
IAg) = | _ p _
siny sihé cos ~cosy sind 21
"SlnLr cos & sin & cos \p cosd I
Finalement :

G = OpdyGy = Cos™y G 4 sin’y o3

B =Yk Ggp o;{"z - s?nz\f sin?d @ +ces?d G, -,-casz\f sinzcgcé

0z =0,y %y O’,:g = Siwzxf CﬂszarO,T-l' sin? 0; + cpszs.rcaszcro_‘a équations 3
T =, %gp o;{‘é = Siny cosy sin Sa- sinycosy sind a3

Tpy = Oy Apf Oy = - siny/wsy/wsJG;, +Sinycosy cos S 03

Tz = Agy azea-»{”F" s:‘nzsf sindcosd G + Sin JMS;OE ._coszxf sfnJcochg

Pour les vitesses de dé&formation :

E = c.osz\f/ & + 57"’2#’ €5
é sindy sinld é CDSZA"E' Ysiide
5 = siny |+ 2 tcosysind e,
, . z 2 "] . 2 L d 2 2 s
€ = Sin\ycos JEA +sin Je,_ + Cosy-cos Jé!‘ équations 4

Xre = siny cosy sid (€,-¢€;)
Y, =-sinycosy cosé(é -E;)

=-sfn5cos<5(sfn2kf E -€, + cos"u// és)
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III. DONNEES ET HYPOTHESES

—
o
N’

Données géométriques.

Nous étudierons um cylindre creux. Nous noterons :

rayon intérieur

b

rayon extérieur

Le repére de référence aura son origine dans le plan médian.

4

2°) Sollicitations exercées.

Le cylindre précédent est soumis :

I
for

une pression radiale intérieure Pa

|
o7

" " " extérieure Pb

une traction (ou compression) axiale Q

I
7

—>
un couple de moment T et d'axe Oz

|
o7

3°) Hypothéses.

Nous supposons :
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- le matériau . isotrope et homogéne
. rigide parfaitement plastique
. poids négligeable devant les autres forces
- la déformation homogéne vis—3vis de la variable z.
Ceci signifie que 1'influence des extrémités est négligeable, ce qui est
réalisé@ quand le tube est suffisamment long ( pour les tubes i parois minces ,

PANARELLI et HODGE ont montré , [42], qu'il faut L>2¢( b2- a2 )]/2, L étant la lon-

gueur du tube ).

4°) Conséquences.

L'hypothése de la déformation homogdne impose gyue cette dé&formation soit
identique dans toute section du tube, perpendiculaire 3 1'axe. Il devra y avoir
indépendance des contraintes et des vitesses de déformation vis—3-vis de la varia-
ble z . Le cylindre se déforme suivant un cylindre; Par suite, les contraintes et
les vitesses de déformation &tant indépendantes de B (symétrie axiale) et de z
(sollicitation et déformation homogéne), ne dépendent que de la variable r . Les

dquations (1) deviennent :

( doz + =% _ 0
dr v

\) dZvp +2 (] =0 8quations 5
dr r
dTrz + Tz _0O

% dr r

Les relations(Z)restent inchangées, car les composantes du vecteur déplacement

dépendent de z et de r .
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IV. ANALYSE CINEMATIQUE POUR UN
MATERIAU INCOMPRESSIBLE

Les vitesses de déformation &tant indépendantes de 6 et de 2 s les

éij sont fonction de r seulement. Ainsi 1'é&quation (2.2) montre que u est

fonction de r seulement. Par suite, l'é&quation (2.5) devient :

Y. = 4 9w (2.7)
rz2 2 dr
'"équation (2.3) s'écrit : _‘)ﬁ = F(v-) soit, en intégrant par rapport
iz w= = fr) + gtr] 0= (F(v] ef'j(r) sont des fonctions de
r seulement}. Dérivons par rapport &8 r : aW = zyc{r] +3(r)
Or, d'aprés (2.7) W est une fonction de r seulement. Ceci impose F(V').. o,
v
soit For) =}(1 (kl est une constante). Par suite :
w= Kz +glr) (6-1)
(g(r) est une fonction de r seul). De la méme maniére, 1'&quation (2.6) s'Bcrit :
=j"|(V') d'ol \/-:_ZLI(V‘) +£(V‘) et _‘/=Z L\(V‘ +€(Y’
> r v r
Or (2.4) montre que ﬂ -V doit €tre indépendant de =z et
s Y
NV v o (¥) =v|z 9 ( L'(")) 4 (ﬁ(r))
or r or ¥ or\ r ér
On doit donc avoir J (k(r)) soit h!ﬂ = l/( (k2 est une constante)

\n(r\= Kzr . Flnalement V= KZV'Z +€[V‘) (6 2) (1(r) est une fonction de
r seulement). Pour calculer u , utilisons 1'hypoth&se de 1'incompressibilité.
Additionnons les relations (2.1), (2.2) et (2.3) (qui compte tenu de ( 6-4)
s'écrit ez = "(4 ).

é-tée-kéz =au +.l+yg{_—_0

e or d
L (ur) =k
g_r(ur) ::—l'{,,"' y(zf_z 3 (k3 est une constante)
U= —iZ(Ar +—:f3- (6-3)

En résumé, nous avons traouvé :
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U=—-'{4V‘+K3 (6—3)
2 r

V= #yrz + Ur) (6-2)

W= Kz + glr) (6-1)

Or pour z =0, v=0etw=20 Vr’ . Donec 1(xr) = 0 et g(r) = 0. Les équations (6)

deviennent : y "
U= M r 4 %3

2 r
V= Kavz relations (7)

Nous voyons que k1 est la vitesse de déformation axiale et que k, est le taux

2
de torsion par unité de longueur. Les relations (2) deviennent :

éE = K1 _K
Y 2 FE‘
€g=_ M. K
.9 2 * r2
€= K relations (8)

= d (K2 - K z) =0

YrQ"T(KZ e =

v =4 = O

Irz= 2 (O)

J = 4 r

oo = 7"
Le fait que XrB soit nul signifie qu'une section droite du cylindre se déforme
en restant circulaire. Le fait que Y'rz soit nul signifie qu'une section méri-
dienne du cylindre reste rectangulaire. Ceci est en accord avec 1'hypothé&se de la

déformation homogéne.

Remarque sur les sollicitations:

Les constantes k] , k2 , k3 sont liées 3 des sollicitations simples :

-~

k1 est lide & la déformation dGe a4 1'application d'une charge axiale Q .

kzé 8 celle diie 2 1'application d'un couple de torsion T

k3 d celle dle 3 1l'application d'une différence de pressions radiales Pa - Pb

Donc : k1=0 Q=20
k2=0 T=20
k. =0 P =P
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Nous &tudierons séparément le cas ol P_ =P de celui ou P # P,

b b
Le cas oil Pa = P, est trés important en mécanique des sols puisqu'il correspond

aux conditions h:bituelles d'expérimentation.

Le cas Pa # Pb est surtout intéressant pour les maté&riaux obé&issant au critére de
TRESCA, en particulier pour les métaux. Pour de tels mat&riaux, le crit@re d'écou-
lement &tant insensible 3 la pression isotrope, nous pouvons nous limiter & P, = O,

b
Cela revient 3 retrancher P, 7 ( b2 - a2 ) i Q.

b
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V. ETUDE D'UN MATERIAU DE TRESCA

A- Cas ol Pa # Pb :

Nous avons vu que dans ce cas k3 # 0. Les solutions qui exigeraient la

nullité de k3 seront écartées.

Nous nous limiteroms au cas P, = 0.

b
1°) Choix du régime plastique.

Si nous confrontons les relations (4) et les relations (8), nous voyons

que nous devons avoir :
thLI/ cos sfncs (éd—és)___-o
—sing cosy cosd (&,-€35) =0

Nous devrons donc, tout au long de cet exposé&, envisager les 3 cas : é/f = és 5

L’J =0 ; LIJ =—._£I'_ . Examinons les différents régimes plastiques possibles.

a) Régimes de face.

La contrainte O, est contrainte intermédiaire. Le critd@re d'écoulement

s'écrit :

La loi d'écoulement se traduit par :

e=0 €, =\ €5 =-A
Si €4 = €3 A=o impossible (pas de déformation)

. Si bb’ =0 , les relations (4) jointes aux relations (8) s'écrivent :

:9 = c:’as:j-e‘z + smz:;e,s =..”;_4 +%"§.
z = > € t+ coscey = h:i relations (9)
X'Bz= sincgcosg(éz__és) __.g_x(zr

E,= o, impose k1 = k3 =0 . Cette solution est donc & &carter.
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E - € =_K4 _ ¥z
’ 3 2  r2
Eg= Sin'EE, + cos’Eé, —_tu. 4
2 r2
Pl 2 - » 2 .
€z= cCoOs S € + SIn J € = WK relations (10)
Vo = — sind cosd (€, —€ — Ky
XBZ ( A 2) 7
) ° L4 4 Z V( 2 2.
= = i A ) v
Or EA_O egez = YBz soit KA(__Tff +}33_)= KZ_

Cette derniére identité ne peut 8tre vraie que pour kl = k2 = 0. Nous envisagerons

ce cas particulier aprés 1'étude des différents régimes.

La contrainte 0y est contrainte intermédiaire. Le critére d'écoulement
s'éerit :

F(G‘LJ')_—. G — 03 - 2K =0

Soit : . . . . %
E, = A €, =0 €y = -

.81 €4, =E3 A ne peut €tre que nul, ce qui n'est pas acceptable

) §i_£__f_9 . Compte tenu de ez = 0 les relations (9) montrent que
- (4 . 2 2 2
EnE, = soit M, {4 ﬁ.) — Ko
B z )@Z o ( 2 + V‘Z - 4_

ce qui implique kl = k2 = 0 ( cf. régime BC , Y = Tf/z ).

Soit :
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. Si €, = €3 A= 0, solution inaccaptable.

. » e 2
GG'EZ '-_‘-Ysz soilt k1 = k2 =0 ( cf. régime BC ,LV = .5.[ ).

. §5_§E_=__TC/_2_ €3 = 0 conduit 3 k, = ky = 0. Solution inacceptable (cf.

régime BC, L}/ =0).
Les régimes de face sont donc susceptibles de ne permettre que le cas particulier :
P =P#0 Q=T=20.
a

b) Régimes d'ardte.

=~ Régime F (et régime C).

Pour ce régime, 04 = Ua . Le critl@re d'dcoulement s'dcrit :
WF(e, @) + (1-p)F (53 ,6) =0
avec F.(O';',O'j)_—_dj—-o-z-ZK =0 et F(ﬂ::,,@): OE—UE—ZK=O

+(4“/»¢) 03 —ZK.:O

solit : /a_ o

1
)

D'oi é4=}\/u. €= - A é3=7\(/!-/¢)

. S5i €4=é3 A :.-)\{4-—/»() soit )\(//—2/4):0

La solution /\-7-,4 O et /J. = _4_ est acceptable (0 é/u < 1). Compte tenu de

. z
{€4= €z les relations (4) jointes aux relations (8) s'écrivent :
€y =_2€

E = €, =_Y1_X3 (11.1)

v 2 r2

. , . 2

ey = & [ sin®d —2¢cos J)=_Z‘i+ﬁ (11.2)
2 y2 ] )

relations (11)
é, = €, (coszdr—ZSFnzcr} = Hy (11.3)
X.ez =3€, sind cos & _ K, (11.4)

On doit avoir (11.4) Sin 28 €, = K,r
en retranchant (11.2) de (11.3) 3 cos Z.J é;, =%P§4 _..M’_3.

o 2 2 2
soit €, =%Kzr2+(ﬁ_'<_3) E(__»Z(i _1%)2
r

Cette identit& n'est vraie que pour k, = k, = 0. Ceci est inacceptable
2 3
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. 81 Y4 =0 en tenant compte de la loi d'Ecoulement, les équations (9)
deviennent
é = =X _ "3 12.1
’ A/‘ 2 rz (2.1
. . 2 , H
& = _AcosS _,_'}\(A-fl,)sm Y =_T4_+:3_ (12.2)
é, = —Asind + 7\(/!—/&) cos?§= Ky, (12.3)
igz::. —/\(2 —/J.,) sin é‘cosg =%V‘ (12.4) ) ‘
p équations (12)
9y s'gerit @ — (2 u) sin®d = K2 .13 12.
(12.2) s'écrit A+ A /4) sin 5 +r7' (12.5)
(12.3) s'éerit : - A+ Af2-u) cos®S = K, (12.6)
Retranchons (12.5) de (12.6) :
- 3 _K3 .
A(z_/u.) cosZS_TKA 2 (12.7)
Or (12.4) s'éerit : A(Z-/L)s«'l’) ch—b(zr
Soit : Fg 2§ . _:521:___ ou
3 K
b ~ ;
2 3 K _ _
Hyr HS -2 (.Ig4 __;.}}Fg Uyr = O (13)

équation du second degré en }‘ﬁ J , dont le produit des racines est - 1.

’ U4
Soient 5 et cg les racines correspondantes :

d'co (med ) J"=e<+12L (mod )

— 3

et 3 . Ka \2 2-7.
hq = Fr-ta o\ (- )G

K, 1™
Posons, pour alléger l'écriture :
_ 3 “ _ 2 2 2
D*—z"""‘rzi A-D+4yvr
‘FSO(:M COSZO( = A = \/KI_D
L Ky 4, D*+2DVA +A 2V
Kyr?
sin®o = V—A—‘ +D siny coso = f‘go(coszo(= A-D* _ w#yr

2VA 2u VA VA
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Pour les contraintes, les relations (3) s'&crivent (en tenant compte de 0 = 6>
P ‘A 3 )

0 -6, =2K.-_-o'3~o'} Y= g:

T = 6

Og= 0, cos2d + 03 sin?d = o - 2K cos2S
Oz= 0y sinZd + 03 cos?d = o - 2K sin?s relations (14)
Tgz= (0~ 03) sindcos 8= — 2K sindcasd

Les relations (9) et (14) montrent que si on change J en J+ T , les vitesses
de déformation et les contraintes restent inchangées. Nous nous bornerons donc 3

t /] . .
prendre <S-_—. oL 5 =& +X' . Pour calculer les contraintes, il faut remplacer
{
(g par §' ou &" . soit :

I"ﬂ ‘S’:: D—'i'@ Cosztglz _@ S:WZJI= M 5-"/15’505 J;M
Wyt 2VA 2VA 2VA

yd'achar_ DNE oS WBD  sin?8' VE=D  sineos 8% -t
D+/A" K 2K 2 2l

. -~ , -
Nous voyons que nous passons de la solution correspondant 3 & i celle correspon~

i .
dant 3 (S- en changeant le signe des 3 constantes k k3 . Nous nous bor-

1> Ko
nerons donc 3 &tudier la solution correspondant & & . Nous ferons cette &tude

aprés avoir envisagé les autres cas de solution possible.

. 8i WY=T/2 , En tenant compte de la loi d'&coulement, les ralations

(10) deviennent :

foMip aga
Y
.2
€g = A SIS - Acos?S _ _Ka K3
e /U. 2 y2 relations (15)

2 , . 2
€z = /\/M. coscg —7\3!»15 = n,
YBZ
Les relations (15) s'obtiennent i partir des relations (12) en y intervertissant

/J. et 1 —f& (échange de é4 et é5 ) et en y changeant k2 de signe. Les va-
leurs de

A(4+/u.) =_'2_2r

ne sont pas sensibles i 1'interversion de M oetl —/u . Les deux
solutions possibles pour ce cas se raménent & changer le signe de k2 dans les

1 I
solutions cg et cg pour 5U= 0 (les relations (14) ne changent pas).
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~ Régime B (et régime E).

Pour ce régime, ¢, =0, . Le critére d'écoulement s'écrit :

/A-F(O-4/d-3) +(/"—/U..)F(0—2’0_3)=0
avec F:(d",,,ﬁ"s): 0'4_0'3_2}*(-_-_0 et F(0'2,0'3)-_- 0'2~0'3—2K=O

soit pon t(4-p) - 03 ~2K=0
La loi d'é&coulement donne :

. Si 64=é3

)\/q-_-_._}‘ soit >\{4+/4].—-_O
La solution A:IEO et /UL = -4 est inacceptable car O < /u L1 (nous avons

vu que }\ devait €tre non nul). Ce cas est donc 3 rejeter.

-— == —_—
e )\/‘_ == —T‘C" —-!

relations (16)

éz= }\(,(7“)5.'”26 —)coszé-z K4

Yezz )\(2-/4&) sind cosd _—__K?f_r

Les relations (16) s'obtiennent & partir des relations (12) en y &changeant s'ng
et c,oszg et en y changeant sin Jcosg de signe. Nous aurons donc deux solutiocns

! i
5 et 5 avec la méme valeur de !"30( que pour le régime F avec (-Il/ = 0.
Pour les contraintes, les relations (3) s'écrivent (en tenant ccmpte de ¢,=0; ,

§ e

6',1——0—3=2K=O_2—6.-3 J ‘-/J=O)

Or = 0Oy

2 . 2 , 2

g = COSJO'Z + SIn 50.3 = 0y — ZK sin J relations (17)

O—Z = Siﬂzé 6-2 + C0525 63 .—-_G:f -_— Z.K C0$25

Tp,= sin & cosd (63 -03) = 2K sin Scosd

ce qui revient 3 &changer sfnzg et Coszg dans les relations (l4) et 4 y changer

ind by . . Jl S - )
siho cos de signe. Les solutioms et de ce cas seront obtenues i partir
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! i
des solutions ) et c; du cas (_V:.O » régime F en y changeant le signe des 3
. . o g . /
constantes kl R k2 R k3. Ceci revient i dire que la solution d de ce cas est
. . i _ . .
identique 3 la solution 4 du cas Y= O , régime F et que la solution cf” de

] . < . 1 o
ce cas est identique 3 la solution d ' du cas L,u.—_-O » régime F .,

. 5i (‘L_/=Tr/2'. En tenant compte de G, = 0y G;—O‘3=2K=03-0"3, et

kf/r. /2, les relations (3) s'éerivent :

O =03
0'9 = 0y
% = 0
Tp, =0
92 b
Nous voyons que le couple de torsion T =jng 2medz sera nul,

a

Nous examinerons ce cas particulier aprés 1'étude des différents régimes.

~ Régime D (et régime A).

Pour ce régime, 0y =03 . Le critére d'écoulement s'écrit :

pFlog,04) + U-p)F (05 ,04) = O

avee  F(o, 04)= 02 -04 - 2K=0 et Floy,0;)- O3 -0, - 2K=0
Soit : ) +/u.0'2 +(/{_/u.)¢r3..2K=O

La loi d'écoulement nous donne :

é,t‘—‘- —A ézz A/'( é3= r\f//./d.)
A= A(/f—/l—l-) ou A{Z-yu-)za

La solution A = (O est inacceptable, de méme que la solution/u, =2 . Ce cas est

donc 3 rejeter.

siw=0
Les relations (3) deviennent ((’U_-_-O, 0}.;03, O}—0‘2=-2K= 0-4_05)
o = o
%=
Oz= G
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Ceci n'est possible que si T = 0. Ce cas se raméne 3 celui du régime B, avec‘f’='"'/2.

En tenant compte de la loi d'écoulement, les relations (10) deviennent :

' _ - «
€ = MA-p) ="%‘“?‘2L
ég= _Asin?s + )\/,L cos®d = __%4_ +_:(§' relations (18)

éz= — Acos™d "')\/A sin?d = K.
y92= ——)\/4+/u) singcosé_=%r

Les relations (18) s'obtiennent 3 partir des relations (15) en y intervertissant
_>\ et A/u (8change de é4 et éz ) et en changeant le signe de k2 . Pour les

contraintes, les relations (3), compte tenu de Llu-_- _‘g‘_ » 0y = 6,-3 ; Oy 0y = 2K=

0’3 -0, , deviennent :

f

o = 63
O = 0, sin’d + 63 cos?S = o 2K sinid
9: ASM 3 S = 3 - o

64 cos?d +0a3 sin’d = O3 — 2K cos?d

relations (19)

0z

'z-ez= 2K sindcosd

-

Les relations (19) s'obtiemment 3 partir des relations (14) (oli 4;=03 ) eny
changeant le signe de sind cos &, ce qui revient i changer le signe de k2 . Nous

voyons que les solutions de ce cas correspondront aux solutions du cas =1

. . . / 2
régime F en changeant le signe de k2 , ou aux solutions $' et J” du cas 47U = 0,

régime F .

2°) Etude des cas particuliers :

Reprenons 1'étude des cas particuliers oli 1'une des sollicitations est

nulle.

a) T=20 (k2=0)

C'est la solution possible avec les régimes B et E, ‘-IJ = 7r/2 et les
régimes D et A , L’) = 0.
Dans ces cas, 0 = Oy 6, — G =% 2K ( le signe - correspondant aux régimes

e
B et D).
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L'équation de 1'8quilibre nous permet d'&crire :

F &/ =
dr r
soit 6, = * 2 Logr‘ + K
Or nous devons avoir : 0;=O sir=5»

Op = 'LZKLOS_Z_
Ug:@: iZKLog_E iZK
D'ol les valeurs de P et Q :
Poocta) o + 2K log a
- a) o 2

b b
Q- 2w g rd . iZKW/{Log_bL+A) rdr
a a

Qe = Kz (atLoght 4 b2 a?)

b) T=Q=0 (k2=k1=0)

Ce sont les solutions possibles avec les régimes BC et EF, tf/:l’; AB et
DE,L!J=Oou(71J=3§r ;AFetCD,17U=O. z

. _Régimes BC et EF , W = /9 .

Les relations ( 10 ), compte tenu de k] = k2 = 0, é_‘-' 0 deviennent :
ér‘ = &3 = - '(3/1.

éG = cos éz = “(3/',2

, ~ sin?6é, =0

Y.Qz ~ sindcosd €,=0

systéme qui admet pour solution : sind =0 soit J =0 (mod W)

Reportons ces valeurs de. Y et 5 dans les relations (3). Celles-ci deviennent:

dr = 63
0n = 05
e = %

avec 6, - 0, =+ 2K
% = o e
T92=O

Le fait que k, soit nul nous améne 3 choisir G, = 0.
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L'équation de 1'&quilibre s'écrit :

soit, comme nous 1'avons vu précédemment :
o =% 2KlogrL ek P-x 2K Lojf

._Régimes AB et DE, Y =0

Les relations (9), compte tenu de k4 = k2 =0 et éz = 0 deviennent :

* - K
Er = &, = -2
r2

simzdFé3 = "32
-
=0

UL
{

la solution de ce systéme est cas:(= 0
soit S = % ( modm

i

c,n::sche'3

i

_ sfnJcosJ’e's =0

reportons ces valeurs de Su et de a( dans les relations (3)

o = o
0 = 6
e = 4
avec 6]—6‘?,::'_'_2!‘(
oz = 63
"C’92=O

Nous sommes conduits & la méme solution que pour les régimes BC et EF , (/J= .g:

. Régimes AB et DE , 4/ =T/2:

Les relations (10), compte tenu de k1 = k2 =0 et 62= 0 deviennent :

e =&

K
v = - —3

r2

sin?d g,

3

€pg

it
%

.

YB‘Z

Qo

_S;HJCOSJ-e:’ =0

soit cosd =0 ou d = % ( mod 1T ). Les relations (3) s'écrivent alors :
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I = 03
0-9':. 0—,(
0z = 02
Tg, = O avec @ — 03 = £ 2K

C'est la méme solution que pour lf/ =0,

-_Régimes AF et CD , W =0 :

Compte tenu de k1 = k2 =0 et é

ér = & = -—ﬁ
r2
P . ZJ- . 0
€, = sin €y =
oy = s?chosJ-é2=O
soit sind =0 " ou J=0 ( mod m )

Les relations (3) deviennent alors

Op = 04
Op = 02 avec Oy-0; =* K
Iz = 63
Toz = O

Ce qui nous donne la méme solution.

Résumons les différentes solutions possibles que nous avons trouvées,
suivant le régime ol 1'on se trouve.

Pour cela, nous avons regroupé nos résultats dans le tableau suivant :
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-:\
Cas é = é —_ - T
Régimes Type 4 3 W = o W o= S
de solvhis
Sa
= O -
0, = 03 5 S S5 50 T
Ka — K3
x:k s,
-4 1l
c 3 _ 53 S=>S,s 5“2::—“:4
Uz —> — K3
4= 02 § . S P='—*-2KL°5%
a 3 Q== 521[012[-05.‘1146
@I— J” 5 T—_—_ @)
E
6, =0
2=73 s’ P- 2 2K Leg? S
D Q—+ Kn. q‘[%bz bz 2} Sa
zf‘ 5” ——E-[ ;.z-& -4 KA_,_D(A
A T‘“‘O S—)Sssi Kg —» ~ %z
K3——>-—K3
BC e+ EF Q=0
N T=0
€,=0 Pox2KLloga |Pot2Klegs
AR <t DE Q=0 Q=0
T=0 T=0
E,=0 _ a
3 P. = 2K Lcﬂ-l;-
AF ot CD Q=0
b T-0
2:) Développement de la solution S .
Rappelons les résultats que nous avons obtenus :
{:jsz _D_*ﬂ. s;nJCosJ-_- “(;_:
Kzl" 2 A
sfanz_l/_A-‘*'_D_ cosZ =VE-—D
2N 2VA
avee D=3K, -%3 A - D2+Kzzr2
2 pY)
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Reportons ces expressions dans les relations (14)

og= Oy — 2K %—‘Q relations (20)

0y = 0y _ZK%’%)_

Ty, = _.Zng_‘[E

Nous voyons qu'il ne reste que (; & calculer. Les &quations de 1'8quilibre (5)

se réduisent 3 une seule car t}e et trz sont nuls ( k7u=0 ou su: 1T/2) :

doy 4 o+-% _ O
dr r

Soit ici : dz 2K VA-D _ o
dr ro2VA

ou o = —2K _\/—_E‘_Ddr + cle
2 VA

Or, les conditions aux limites &tant fix&es (cf. chapitre III), nous devrons avoir :

(
0. (a) = P

b) = O

Oy

(

(

(

(

( b
E o 2Tedr = Q
(

(

(

(

(

(

relations (21)

a

b
J r 2rvide . T
Bz

q

Nous voyons que nous devrons prendre :

b
o‘r=6'4=—K Mdr
rorVA

Les trois constantes kl R k2 et k3 seront déterminées par les relations (21).

Ces derniéres s'écrivent :
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b b
Y qrvz'

g b
Q=27T [ ——K —E_Ddr—K.E+D]rJr

o7y &
o bf

V-E b

el -

a

T.

a
Q = _nﬁ[ ) _a?Log b2 ]
2
b & “ (22-2)
+2rK [ TK" x’- _ 2 -t _{rde
L [(3}(‘ _1. +K2x] [TK"FE)I.*KZZ"Z]"&

b
3d
=_zrrmz/ e (22.3)
a [(TK"rZ "'K’r]

Nous voyons que les intégrales (22) sont toutes homogénes en kl s k2 et k3 .

Par conséquent, elles ne dépendent que de deux de leurs rapports. Par exemple,

choisissons comme rapports :

K= 3% b2 B Kz bg

rl bz

D=_3_K4 _ s devient D: _'f-i[dﬁ -'fJ

. [gK‘ _;é)z+ ";'zf/z devient VB o Il [(o(ﬁ _4)2+ /52 ,6}4/2

2
en posant R = %7- s, les intégrales (22) se transforment en :
A
P.- X L03Lo_ Y[ _dR -4 dR (23.1)
"2 R4 g2R?]
a” ) *f

—

bz
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Q= -z 3(b-a)+a"Lagbz] .

2
f dX 2SR -4 _ (33
Rx (ozx 4) 4/3 ><3J4/z [(o(l? —'I)Z+/@ZR?/Z
T- T K b2y R*dR (23.3)
/bz[«R-ﬂ ek

Le coefficient V est &gal 3 - 1 et a le signe de k3 . Nous voyons que les inté-

L KBy [

grales (23) font intervenir des calculs d'intégrales elliptiques. Nous devrons donc,
soit procéder par intégration numérique, soit traiter des cas particuliers permet-

tant de lin&ariser ces intégrales.

4°) cas particulier des tubes parois minces.

Dans le cas o a et b ne sont pas trop différents, les intégrales

(23) peuvent se linéariser. Pour cela, posons :
R:’{-\‘-’D X:/’*-y 4 - A &
I’y

& @&tant petit, nous pouvons, en premi@re approximation, faire un développement
limité des expressions i intégrer en nous limitant aux termes du premier degré.
De plus, les bornes des intégrales &tant assez rapprochées, nous pouvons confondre
1l'intégrale avec le produit de la fonction & intégrer calculée pour une borne, par
la différence des deux bornes. Les relations (23) se transforment de la manigre

suivante :

P --Ke +V Ke X~

[l g2

Q = — TKb*2e ~mKb%y 26 _ %A

[(0(-4)2 +FZ]4/2

T _'!TKE?’)JZE ]/g
ka__ldz +/8!:]1@

Posons @ P (O('F) = P/K 3(0(,/5)= Q/TTsz t(ﬁf(/g}z T_/fTKbs

PRl = —el4 -y (1) Jugrg) ) (24
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_y 2&{,6
RO(_A)2+ /32]’/2

Surface d'interaction :

tlap) = (24 -3)

Si nous représentons les &tats combinés de pression radiale P , charge
axiale Q et couple de torsion T qui aménent le cylindre & 1'état limite, par un
point de coordonnées P,Q,T ( ou p,q,t ), dans un espace & trois dimensions, nous
obtenons une surface, dite surface d'interaction. Elle correspond i la surface

limite de 1l'espace E_, . La surface d'interaction est convexe[é],[&ﬂ.

3
Si nous &liminons & et entre les relations (24), nous remarquons
u'il existe deux relations reliant p,q,t indé&pendantes de ( et de . Ceci
q

signifie qu'aux arétes de la surface limite correspondent des courbes de la surface
d'intéraction.

Les relations (24) montrent que si on change le signe de k1 et k3
( passage de la solution S i 82 Y, ® ne change pas de signe au contraire de /3.
La courbe correspondant 2 52 est sym@trique de celle correspondant & S par rapport
ad1'axe p+& =0, q+ 28 =0.

Si nous changeons le signe de k2 seulement, ( passage de S 3 Sl ) seul
fg change de signe. La courbe correspondant 2 S] est symétrique de celle corres-—
pondant & S par rapport au plan t = 0 .

Enfin, si nous changeons le signe de k] s k2 s k3 ( passage de S & S3 )
nous voyons que la courbe correspondant i 53 est symétrique de celle correspondant
i S par rapport au point p = - & q= - 2§ t = 0.

La courbe d'interaction correspondant & S a pour &quations :
2 2 2 2
_2(F+£)=CI+ € (q+28)" + £ = ke
C'est une ellipse tracée dans le plan -2p = q + 4€ et dont la projection sur
le plan p = 0 est 1l'ellipse d'équation :
2 2
(q+2e)" +¢€ A

Cette courbe présente toutes les symétries indiquées précédemment. Les solutions
S., donnent donc toutes la méme ellipse comme courbe d'interaction.

1250 5
Pour avoir 1'image de toutes les arétes de la surface limite, il faut

S, S

encore changer K en -K, ce qui correspond 3 une symétrie par rapport a l'origine

du repére p, q, t.
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Nous avons donc trouvé deux ellipses tracées sur la surface d'interac-
tion , et il faut y ajouter les points particuliers :

2
P=t2KL05T:__ Q:i .Tr_z".(. GZL055&2_+ 2_07'] T—;O
soit F:iZ& q= +2¢ t=0o
e = * og 2 = =0
t P- + 2K L 3b Q=T
soit p= + 2¢ q= t - o. Ces deux derniers points sont

d'ailleurs placés sur les ellipses trouvées plus haut.

Nous ne pouvons donc pas donner 1'équation de la surface d'interaction
totale 4 1'aide de ces seuls résultats.

Mais la théorie des tubes minces en &lasticitd [40] nous enseigne que
la surface d'interaction est un ellipsofde qui admet 1'axe des t comme axe de
symétrie.Les ré&sultats de PANARELLI et HODGE [ZO] montrent qu'il en est de méme
avec les tubes minces en plasticité et que les deux surfaces sont voisines.

Supposons que la surface d'interaction soit un ellipsoide centré a
1'origine et admettant 1'axe des t comme axe de symétrie. Cet ellipsoide doit
passer par les deux ellipses que nous avons trouvdes et par les points particuliers
mentionnés précédemment.

Son équation sera de la forme :

aPz +bPaI + c:c72+clé'z-_- Lg?

les coefficients a, b , ¢ , d sont déterminés en &crivant par exemple :

p=2¢g q=2¢g t =
Pp=2€g q=20 t=0
p=20 q=4e t =

p=& q=2¢g t=2¢€

Nous trouvons finalement :
2 4 A a2 5.2 2
- — -(-_b:
Prog P+ 1 tgb-he
La surface d'interaction est la suivante :

( en pointillés les deux courbes d'interaction correspondant aux solutions relati-
ves aux régimes d'ar€te , et entourés d'un cercle les points particuliers repré-

sentant les solutions particulidres ).
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Surface d'interaction pour un matériau de TRESCA
Cas ol Pb =0
Comparons avec les résultats de PANARELLI et HODGE pour = 0,1

( nous avons limité nos développement au premier ordre par rapport & £ , nos résul-
tats sont donc valables seulement si g est petit ).
Si nous faisons coincider les critd&res pour le cisaillement pur, nous oh-

tenons les résultats suivants :

A b/Ze




en traits pointillés, les résultats de PANARELLI et HODGE

Les différences qui apparaissent sont dues 3 la différence de forme des sur-
faces limites. (1>-t1 €= o)

: (al-_—:b:O)

MISES L—TRESCA
I :

En effet si nous comparons la position de quelques points particuliers sur 1a
coupe déviatoire des deux surfaces limite, nous constatons que les différences

entre les deux Etudes s'expliquent assez bien.
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B-CasoﬁPa=P =P

b
Dans ces conditions, k3 =0
L'étude cinématique reste valable, mais 1'&tude que nous avions faite pour P, = 0

b
P, =Pue 1'est plus. En effet , N et P tendent vers 1'infini.

I1 nous faut reprendre 1'étude de la solution S avec k3 =0 et
examiner les cas particuliers que nous avions &cartés puisqu'ils exigeaint la
nullité de k3 . Notons que les cas oil k1 = k2 = (0 ne pourront plus exister car si k3

est aussi nul, il n'y a plus de déformation.

1°) Solution S ( correspondant au régime F , W=10)

=3 - n2 2.2
D 2k1 A D+k2r

b
Nous avions trouvé 6, = — f__m_”_D_ dr +«
T

sir=hb 6= P G'r;_KbVZ‘—D clr-t-‘D
N
sir=a 6 =P  soit P=—K_£M"D4r+P
r VA
Nous voyons que ceci n'est possible que si UE = D, soit seulement si k, = 0.

2
Les relations (12) s'écrivent :

.= %/4. = .-_’;i
é = —>\caszor+ ){”— s;nzcr—_—_ —f’.
6 Yt 5
- A SI”ZJ-{- }\M-/L) cos’d = Hu
?Oz - - A2 —-/LL) sind cosd - O
)\ étant non nul et O é/U.Sl , la seule solution de ce systZme est sin2d = 0

soit d(=0 (modlz‘:).
Compte tenu de Lf’= 0, J= 0 (modm) , 0= 0"3 , les relations (14) s'ecrivent :

M

i\

€z

0 = 6
g = O -2
0z = Oa
Tg, =0
Soit, en reportant dans 1'équation de 1'équilibre :
_é%_b._zr_x_zo 6}-=0:1=-2KL05Y'+A

r=

si r=h5b =P P=-2kLogb +k o= P ZKLoji-
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sir=a O

P P- P—ZK Logh ce qui est impossible
A
0 est donc 3 écarter.

la solution 8
Si & = % ( mod ) les relations (14) deviennent :

el
|

0y

0 = 0 2K

Tor= o
L'équation de 1'8quilibre donne :
dew _ 0 =0 = P
dr
0 = P_ 2K

b
Q.~./z1r<§v‘cfr= (P-2K)w (ba)

Le régime C s'obtient en changeant K en -K.

Les différents régimes d'aréte se raménent 3 la méme solution :

Q= m(b>-a?)(P 7 2k) T =0
2°) Cas particuliers
. Pour les régimes F et € : 1le cas €'4 =é3 présente une solution k2 = k3 =0
Les relations (11) s'écrivent :
e, = €, = _1_;4_
° ° s Z
€9= 54(5‘" J—ZCﬂ.Szcr) = - K4
o - - 2
E, = &, [cos®d — 2sin’S) _ u,
Y - Sé,, smd cosd = O
B=
La solution é4= 0 n'est pas 3 retenir ( pas de déformation )
Donc sleJ:o d=o0 (mod_zm)
_ . ~ . . r s . - - .
d =0 ( mod ™) conduit 3 : er=e,‘=~?4 &g ~-2¢,= K €,=€ = K4

Z
ce qui est impossible. Cette solution est donc & &carter.Il reste J = %E( mod T )

Les relations (3) compte tenu de 0y = 6‘3 ’ 4 =27t ( mod 1) deviennent :
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Nous retrouvons la méme solution que pour le régime F , k’J = 0.

. Pour_les régimes BC et EF , {/ =0 ; AF et CD , ¥ =W5 i1 y a une solu-

tion s1 k, =k, =0 .

1 3
- Réglm?sBCetEF Les relations (9) devienment :
’r _0
éy = cos’din sin?dé, —o
éz - s?anéz+CoszJé3 - O

i

€, - & . Ky r
e (2_ GS)SIMJcosJ‘.___.%_

Soit éz = —_é3 ( incompressibilité ) et éz #0
cos 28=0 ou d = %F ( mod %? )
Les relations (3) compte tenu de 0~ 03= 2K, YW= , d=1I (mod )
2
s'@crivent :
Op = G4
0-9 = ELEE& _ K + 0"3
Oz = 21-—0'3 = K+ 63 relations (31)
2
Y = = M ==K
f= 2
L'équation de 1'équilibre s'&crit :
CJU—C -+ 0y —03 — K = O
dr r
Or les conditions aux limites ( Oua) = 6,.(bl=P ) imposent 0= P

soit 6'3 = P._K

b
o= P Q=[P zrrdr T- -__f-/K 2mrride
A “

ou Qe Prhia?) T- = 2r (Bad)K

Le régime EF ( obtenu 3 partir de BC en ghangeant K en =K ) donne la mé@me solution
- Régimes AF et CD , Y = T/

Les relations (10) deviennent :

€r

= O

2 . 2,
€y = sin cfeA " casJez=0
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. 7 s 2 -
€= cos?d &, + sin §é, =0
* [ - - KV‘
- - — & VIJ_CD 5:-#
Yo = -(€. 2) st s 5
C'est la solution précédente en permuttant les indices ! et 3.

Nous sommes conduits 3 la méme solution.

En résumé, nous avons trouvé deux types de solutions :

en régime d'ar8te : Q= T [Az-—-az)(P-T- 2K) T=0
Q= TF(AZ—aZ)P T=1 -—%—ﬂ'{biqg)l(

en régime de face :

3°) Surface d'interaction :

Ici encore nous n'obtenons que des droites traces sur la surface

d'interaction. Ces droites sont paralléles, dans 1'espace P»q>t , & la direction
2
9= p (41— £:)
Nous ne pouvons donner 1'équation de la surface d'interaction totale. Mais s en

nous référant 3 la théorie des tubes minces, nous pouvons supposer que c'est un

cylindre 4 base elliptique.
Cette supposition faite, nous pouvons donner 1'équation de cylincre

Car nous en connaissons quatre géndratrices :

q:Z&(P“—“/’) E=0 ef C]=2‘EP €= x2¢

Z 2 2
L'équation du cylindre est : (6’—- ZEP) +t° - Le
3

|

Surface d'interaction pour un tube mince. Matériau de

TRESCA . Cas oii Pa =P =p



_48_.

VI. ETUDE D'UN MATERIAU DE COULOMB GENERALISE

A - Mat&riau compressible.

1°) Analyse cinématique.

L'étude que nous avons faite pour un matériau incompressible sur les
vitesses de déformation reste valable pour les calculs de v et w . En effet, la

forme de la surface limite n'intervient pas dans ce calcul.

Par contre, le calcul de u n'est plus valable car nous avons utilisé
1'hypothése de 1'incompressibilité&. Pour le matériau de COULOMB généralisd stan-—

dard, la variation de volume n'est pas nulle.

Faisons le calcul pour un matériau non standard en introduisant, comme
le font NEGRE et STUTZ [43] , une constante 96*' dont on pourra fixer, suivant
le probléme, la valeur entre 0 et ¢ (angle de frottement interne du matériau).
Le matériau standard sera traité en prenant gb* = ¢i Le matériau incompressible

sera traité en faisant q#* = 0.

a) Variation de volume.

Le critére d'écoulement s'écrit

F(ozlaj)= oz_aj_(a;:_,.aj)sfngb—zccasqﬁ o, > 0, >

<«

Donc

GI(G'C,“J)= 6 ~ 0j -(Oz+aj)sin¢*-2ccos¢*

-

avec i#j#k (i, j, k: 1, 2, 3). La loi d'écoulement 3 potentiel donne trois

relations :
;= A4 sinp*)
éj = —Al1+sin ™)
€= O

La variation de volume est donnée par la valeur du premier invariant du temseur

vitesse de déformation :

é +€j +€x = ~2Asin 525%



_49_

b) Calcul de u .

Les relations (2) nous permettent d'écrire :

: *
.Si."_‘. +_E_ +v(4 = _ZASIV\CP
dr r

en tenant compte de w = klz et du fait que les vitesses de déformations ne dépen-

dent que de - r (cf. chapitre IV). Nous avons donc :

4d - e
TCF(ur') =K, - 2}\sm¢
Notons que A est un coefficient de proportionnalité qui ne dépendra aussi que

de 1 .

j_r(ur) = —-Hr —2Ar sin C;b*

ur = —i"z“_rz _ 2sin qs’li/ﬂrc;r +HUg (k3 est une constante).
L'intégrale généralisée portant sur Ar fait intervenir une constante et nous
n'avions pas besoin d'introduire k3 . Nous 1'avons fait pour essayer de retrouver

nos résultats de 1'étude du matériau de TRESCA comme cas particulier oii '¢* = 0.

U= - K"-bl(.i. -ZMIAV'JI”
Z T r v

Les relations (2) s'écrivent donc :

. . ¥
& =ols -ty 1 25mBFh g 2)sing*
2 r2 r
ée = K4 4+ Kz _2sin QV)rdr
A r? r? relations (25)
L - K
792 7"

Nous avons toujours Y'rz = YB -0
r

2°) Choix du régime plastique.

L . .
. . . fous . : .
Le‘ falt. que er et XBZ soient nuls impose toujours d'examiner lee
trois cas €= 63 , L//=O ou 170 = _2__” . Etudions successivement les

différents régimes plastiques .

Notons que nous n'examinerons pas les cas particuliers oi P, Q ou T = O.

a) Régimes de face.

oy est contrainte intermédiaire. Le critére d'&coulement s'Bcrit :
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F(O-C /‘YJ) = 0 -0 _(d‘z-fd'?,) sin CP - 2c cascf
La loi d'écoulement se traduit par : G(J‘CIG‘J)_—_ 6, - 0 _(6'2-*0:5)51“45*—-2(‘. cos ¢‘*

soif : €, =0 €y = A4 —sin@¥) €y = — A(4+sing*)

.81 e, =€z 0=-— ',)\(4-4- sin ¢'¥/ La solution A = 0 est inaccepta-

-~

ble (pas de déformation). Ce cas est 3 rejeter.

. Si ‘f_J = () les relations (4) jointes aux relations (25) s'@crivent :

S _ _Ks M3 _d {ZS'n* )
Er= O = 2_4 T r’ Ardr

6'9 = Af4=sin ¢*)coszc;- >\{4+sfrl¢*) sin’d = —.‘%4_ +_5_"z —__.Q‘,-s"'; * v dr
r r
€, = AA=sin@¥) sind - A4+ sin ¢*)coszé'= X,

Yo, = ~2) sindcosd - W,
Gz i
De la premiére relation, nous tirons : (ér = j_'_“.)
P
u= k4 (constante)
et —2Asing* = H, + M (d'aprés 1°) b)
v

Les trols dernidres relations s'écrivent alors :

° °o *
€g= A cos 28 ~Asin @ =
éz.:_AC.OS 2J—A57n¢* ::KA dlaa H ég—éz=2AC052J=£ﬂ-—I€’
Yor = —2Xsin26 = Ao
Comparons les deux valeurs de A en &crivant :
e . \2 L2 2 z 2 3
(€9‘€Z) +xez = Li-A =(.%4._K4) +K2r
Or, nous avons trouvé — 22 sin ¢* = K, +Ke
r

. 2
ou [l-Azsmz(ﬁ*: (K/,-«-ﬁ‘.)
r
On devrait avoir :

2 2 2 .
o= [ -]t

2 . 2 .
(K42+ ,‘{"_z)cosz¢*+2 Halty (44— 5m2¢*)—/(2r2.5m2¢*=0 Vr
r r
Ceci ne peut €tre vrai que si kl = k4 = k2 = 0. Cette solution est inacceptable

car }\ = 0 et il n'y aurait pas de déformation.
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i §_i__L}_J____T£/g les relations (4) jointes aux relations (25) s'écrivent :

Eo= —A(Atsing¥) = ke _k3 _L(M*f;\rar)

d Z T rz Tdr r
p= AU-sing¥)cos?T = ~He o Ko _ 2Zsind* [Hrde
2 vz rZ

€, = A4=sin@¥sin¥ = «,
YBz -—A (4—sfn¢%) sindcosd = _kzz._f'

Nous voyons que 29 z YB . Soit

-MKyg + ——-"—"li//'lrdr = r?

2
Zsm¢ /Ardr --—%r +ky ’fzzr

2
2 M sin@* =—kr - Kr?
zKIA
et 2)5;W¢*=-—kl—_h’irz

Ky

reportons cette expression dans la premidre relation :

2 2 .k 2 2
(KA + Ker )A+sm¢ _ 3K2 v
Ka 2 sing* L K,

2 A+ sinqﬁ"‘ +K22rz 7_..51";4¢"<

Zsin¢* 4 sing*

Ceci n'est vrai que si k1 =0 et k2 = 0, ce qui est inacceptable. Ce cas est

Ky

donc 3 rejeter.

~ Régime AB (et régime DE).

g, est contrainte intermédiaire. La fonction G(O}y) est :

CT(O’(J) = Oy — 6‘3 —(O:,+0’T3) s;ngﬁ%’-—Zc Co.s¢* = O
La loi d'écoulement permet d'&crire :
A= sing*) & =0 €y = —AlA+sin P*)
. Si €4 =€a : AlA-sing*) = _A(A4+ sing*)

-~

ou 2 A = O . Cette solution est 3 rejeter.

Si_ ¥ =0 : les relations (4) jointes aux relations (25) s'écrivent :
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f

é, A(4—57n¢*) _—_-__éi _rii_ —i_(z;:@s_*/hrdr)

ég = —}\{4+sfn¢¥) cos?f — My + K3 _ Zsin *[ A dr
2 " y2 rZ
€ = —~A(4+sin ¢¥)sinzf= “,

YBZ A(4+Sl'n¢’¥/sfnayco‘s J: "Llr

i

- . . 2
Nous voyons que 69 €, = XH . Nous avons vu précédemment que l'on &tait conduit
'z
a:
2 2
2] sin & =, + M2
Ky

en reportant dans la premiére relation, il vient :

. 2
~ (4 + "22’2) i-sind* _ 3 Hr®
1Ty T2 sing* b4y

ou '-KZ A~ Sin g* — K'zr'z _Z_:_M =0

A ) 2
2 sing* 4 sing*
ce qui requiert kl = k2 = 0. Cette solution est 3 rejeter.

. si L[/,—.ﬂ/z : les relations (4) et (25) s'écrivent :

S = - A+ s1 A = X A3 o 25;’)¢'

Er = )\( SH¢ ) = .._4._7 ___/.__b/‘/'{r‘clr}
P - s # in 2 — _Hyg M3 2 sfn¢"

€g = }{/f sm¢ )SM J = -1 4 — 5 Ardv

}\r/{—sl"’l ¢*) C052J = Hy

Yoz = ~N4- s:'nqﬁ"‘) snd cosd = ng
Ces relations sont absolument identiques & celles obtenues pour su-;_%T_, régime

M,
N
i

BC. La solution est & rejeter.

- Régime AF (et régime CD).

03 est contrainte intermédieire. La fonction GI(OZJ) est donnée par :
Glrj)= 6 0 ~[5+5;) sin ¥ —2c cas @*

La loi d'écoulement nous permet d'&crire :

- Al4-sing*) é =M (A+sin@*)  &_0



_53—

. §i.__é_,1_:=__€:g_ : A4-sin ¢'X)=0 La solution @ % = —E—r est trop par-
ticuliére pour &tre retenue. Ce cas est i rejeter.
. Si ¥ =0 : les relations (4) et (23) s'dcrivent :
o= MA-sing¥) o K4 Ko _d_ (250" [ )
2 ri dr r
. . AK 20y, Ha 2sin gt
€g =_.>\f/{+su4¢ )ca.s Jd = -7 +ﬁ ~ Ardr
€7 = ~ A(A+sin@¥)sin?d = u,
Yo, = A4 +sin ¢’¥) sind cosd = I'Ezf'
- . ° 2 . .
Nous avons €, = ce quli nous conduit 3 :
€z =1, » ceq
2 7
. & A r
-Z)s inp* = Wy + ;T comme dans le cas L/—/ = 0, régime AB.

~

La premi&re relation &tant identique, nous voyons que ce cas est 3 rejeter.

si W=T/2 : les relations (4) et (25) s'écriveat :

E = O < e K5 oL (25 B*[ordy)
2 r2 dr r

ég: ?\{/{~S;ﬂ ¢*)Sl.n2(; —k{47‘5;ﬂ¢#)50524‘ = —.ﬁ _'_ﬁ__ .Z_M% }rc/r
2 r2 rZ

€z = A~ sin@P¥)ecas’d ~ Ma+ sin*)sin’d = &,

Y‘ = —ZA siné_w_s«f - Mar
ez 2

Nous avons vu que la premi&re relation entraine u = k4 et

“2Astn % L H My
r
Or, ces relations sont identiques & celles obtenues dans le cas (.'lJ = 0, régime
k “
BC, & la condition d'y intervertir kl et _4 ( e'g et €, ). Cette interver-
. .o r - .
sion ne modifiant pas la valeur de )\ » hous voyons que ce cas est 3 rejeter.

Nous constatons qu'aucun des régimes de face mne conduit & une solution acceptable.

Envisageons maintenant les différents régimes d'ardte.

b) Régimes d'aréte.

- Régime F_(et régime C).

|

Pour ce régime (; = 65 . Le critére d'dcoulement s'éerit :
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MF(a0) +(-p) Flo, q) =0
avee  F(g,,0;) = T~ 0y —(0',,+ozf)57w¢ ~2ccos¢ -0
F(%IQ) =¢3—0-2~(5'3+52)57n¢ ~2ccos @ O
Soit

Qlogg) = p(4-sin@¥)q; — Utsing*) ey +Uspe)lt-sin@*) ey - 2¢ cos F* = O

La loi d'écoulement nous donne :
= A (A= sind* T 20 ¥ : 2, A%
€)= /u( .s:n¢ ) €y =~ A[A+sing”*) E; = A{J74_){4-.sm¢ )
P SL€az€2 s Auld-sin@X) 2 ) l-p)(4= sin @*)
soit A (A- 2//.)(//_ sin ¢"7 =0
//L: A4  est la seule solution acceptable. Dans ce cas :

é:l = 6‘3 =_2A_(-4—-—SI‘V)¢*)

Les relations (4) et (25) s'écrivent :

. . . X
o L O e o
C Den dF
é9=£\_(4_ sfn¢¥)s:'y,zJ—-A(J-I-S:'mﬁ*)c.aszJ:_zii,_*.:; _ Zsrf:¢ Andr
-:_% (A — sin (]5"‘)50520( A(ff—meQZs*}sm

Yoz _%"(3 i Ein ¢’k)§fnarcos:f= MV

. ) * K ;
€, - €p -:_é_ (3 + sth@ ) cos 26 = _%_ r: + ZSrl;CIS Ardr

s 2 . 2 . * 2
l+¥62+( “59) % (3 +sin@*) =“22r2*[§_”4'r£f'*_2?2¢ /Aro’rf

Equation différentielle en A .

Or °

Ey .—_%{/I sing*) = 4 - _ﬂ Ardr —.2/-|.sm¢*
Soit

O___K.L_K3_+2.SI'VI¢ chjr .._2_(4+3$1'n¢’#}
rz Z
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0 = __‘42_"2."(3 +2 sfh(?*/,irdr —%.v*z (4+ 3.sz'n¢*)

Dérivons par rapport & r :

O = —Kr +2Arsm¢ ~Ar(4+3sing*) r (4 +3sin@*)
_é._,r’(/{+SSZH¢*—) +)\('4‘+ S;Vl¢’k}=—-‘f4

Une solution particulidre est A - — He
A+ S:‘na“‘
Cherchons une solution de 1'équation sans second membre :

/
__;_r (4+ 3 sin gﬁ*) +Adesing*) =0
A4sin@*

. X -2
N 2 A+ sing* it A= Oy T3S (Cmche )

T‘ - /1-('351‘;1?"‘

La solution générale est donc :

24+s:nQ*
A= C ™" 143sing® Hyq
4+S:'n¢""
A-singi*
A = Cr“4+ssen _HKur
4+ sinp¥

ndd ¥
[iede < 2320 ol ot 4, (hach)

L sin @¥ 2(4+Sinch¥)

A+singp#
Zsl’n *Ardr= /l+35?}1¢* C r—z‘f'ﬁssh’l _ KA 5“”¢* + ZKQSI"¢*
_— —_— —

rt Z A+ sing* rZ
Reportons dans 1l'expression donnant l[-ra + {E -—é:e) « Nous voyons que les
seuls termes en r2 proviennent du terme k2r . Nous devrons donc avoir k2 0.

Le terme constant est 2
”‘T[ " (3 + Sin ¢*}
pf-l- Sth ¢*‘)

qui ne peut &tre nul que si kl = 0.

Ce cas est donc 3 rejeter.
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. 8i Y = O : les relations (4) et (25) s'écrivent :
= A_ singp* = M4 _Ma _ Li'ﬂ.i‘; )r'dr)
}/4 { ¢ ) Z r2 dr

éB"’ ~A(A+sin ¢’¥') cos’d +) (47u)(4_ s:n¢"‘)sm = __‘(24 .,.:_; - Lf%gs_*/)rc(r
é, = = A(A+sin@*)sin'd 1 N (4-p)(4-sin ¥ )cos™S= w,
Y'92= — )\[Z _/4. (4 -sin gﬁ*):{sa'mfcos d= MoV

Posons A — "(4 _ K3 (Z singd /)rclr (26)

r?.
B_ K -+ Kg _ 25“"¢ /Ardr 27)
2 ri rZ

A’:'.. —'B —KA~ZASIM¢*
é-dp = A[2_p(4-sing¥)[cas2d = ui - B
2)}92 ——A[Z (4- sm¢ SW)ZJ-_-_KZV‘

Or }\[z pl-sing¥)] = 24 -A = 2A(A+sing*)+B ek, ([dapris £.)
2 .
(éz—é9)2+ hfazz =[2A{/I+Sin95’y')+8+h’4 = 4t 4 (K,,-B)z
LV (4+singd *)2, Bz+u,,2+28[2) {/l+sfn¢*)+b&]+aﬂk,, = rteut_ 2Ry, +B

["B[M”"‘Si"'¢*) '”Lq] +hA(A+5in ¢*')[)\(4+sfn¢*)+i(4 -M’zzrzr_ @)
Posons ¥ = A {/f+ 5i’n¢*) o Ka
[4_5)/ +4 (y - KA)}I - Kzzrz = O en supposant y # O,

2
2 _ Kav _ _ Z
Br .__hl_ {y Ky) v

2 2 /
d 2)_ Kov3  hpr? g lyou,) vt ‘_d
I\f—(BP)_ y "'A : "7 A }/ J ;‘;.Z‘

or BPriao _ KZA"Z + Ky = 2sin ¢7)rdr
i(Brz)z_ .._KAY' -— 2}r5;ﬂ¢7“ = _Zyr sin * —K,lr //—S:'n¢¥
dr A+sing* A+ sinB*
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d'ou :
yl[rz+x_12;rf]_ﬁ£ +_ZYV' - Ur 3+5;"f¥ s
Ly? y A+sin ¥ A+sing*

ey (by? e r?) — hrg'r?y |

(29)
3 2 A
Y 3+sSing 2
+ 8ms.—n k= N TisgEs ) =©

équation différentielle permettant de calculer A

.81 _1r="/2_ : les relations (4) et (25) s'écrivent :

ér = AMA-p)(A-sing*) A

g = Ml -sin@¥)sin®d -Ad+sinp¥)cos’d = B

€, =7\/A (4_5,'y,¢"‘)casZJ_A{,{+57n¢*) sin?d = «,

(o, = <A [A+3ing* + n(4=sin@*)[ sind cosd _ %

éz - éé = )\[/l+ sin ¢’F+/A(//-—sfn ¢*}]c0525r= W, - B
or M4+ st ¢ ¥ {4_sm¢*)J= 20-A = 2MA+sin@*|,Bsi, (@'apres &, )

(éz —é3)2+l/- Xei = [-ZA (+sing*)+B + K,,]Z = Kyt + (14 —-B)Z

Nous retrouvons la méme &quation que dans le cas {/ = 0. Nous seroms donmc conduits

i la méme &quation différentielle (29) que précé&demment.

- Régime B (et régime E).

Pour ce régime, O, = 0, . Le critdre d'écoulement s'écrit :
/‘AFfOZ)GE)-F (//—/L}F(Q/OE)-_—_O
avec F(a;”o‘?’) = 0 -0y _(a;,+03),57n¢ — Zc c@_sgzﬁ =0

F(Q/oﬁ)= 0'2—05—(02+0}),Sl‘n¢ _ZCCOS¢ =0
Soit

G () = p [4~ sing¥) o U ) 1—s5in@* ) 05 —U+SinP¥) a3 _2¢ cos PO

La loi d'écoulement nous permet d'dcrire :

€ = A/u (4= sin B*) € = /\[//—/u)[/f—sfn &%) Eym ~AA+ Sing¥)
. 8i €y =€3 : Apla=sin@*) = ~ A4+ sing*)
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Bt >\[/f+sin¢* -f-/u(/!—sinqb*)J,_,O
A+sme* >0 4——3'm¢"‘>o oé/u <4

La seule solution est A= (O , ce qui est inacceptable.

. 8i_ 4 =0 : les relations (4) et (25) deviennent :
= >\/u ~sin@¥) = A

>\(/I—ILL J(4=3sin ¢’Y—) coszJ-—)(/H-sfn @*)sin?d =B

€, = 7\{4—%)(/1—37;4(}5*)511/:2&_—}\{4+57n¢*)Coszar=K,,

fop= = A[2 = (4= 5ing¥) | sind cos =

Kzzr
é-¢,= A[z./u(A smqﬁﬂ‘)]cosZJ B-x
or Az -pld- sin@*)] = 2X A = 2MA+5in@*)+ B +u,
(€p- &)+ Ly, —_-[2>\{4+sin¢*)+8+m]2= (B“KA)Z‘*'KZZVZ

Nous retrouvons les mémes &quations que précédemment et A sera encore solution

de 1'8quation différentielle (29).

. 8i W ="T2: 1les relations (4) et (25) s'écrivent :

€ = —MA+singp¥) =

éy= A/u. (4= sin@* ) sin®d + Al4—u)(4 - sin@p*)cos?d = B
= Au (4 = sin P)cos®d + Alt-u) (4~ sin@* | sin?d= 4,

Y92= A(4—2/*)(4“57”¢*) sin orcosé-=._ﬂ’zz£

Les relations (3) s'écrivent :

Or= Ox
To= %
0, = Oy
7_‘52-; @) ce qui est inacceptable (le couple de torsion serait

nul). Ce cas est donc i écarter.
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- Régime D (et régime A).

Pour ce régime, 0, = O3 . Le critére d'écoulement s'écrit :

MFlo2, o) +U-p)Flay,0) =0
Floy, o) = 0y — 04 ——(6‘2_+d:,)sinq5 -2C.cos¢
Floz, ) = 07—

3% — (03 +3)sing ~2c coscp
Soit G(o’L-J-) donnée par :

avec

Glo) = ~(4+sinp ¥/, +p (A~ Sin@*)ay +{M)1-sing*)sy -2 cos gt.0

La loi d'é&coulement nous permet d'écrire :

é/, = ~A(4+5in ¢’F) é2=A//4{4—57n¢*) é3'=)(47a)[4-sin¢"7

. 8i € =€z i —A[A+ sin @F) = A[J—/L){J-sfn @b*)
soit M2~ pd-sing#)] —o

La solution = ._-g——-- est i rejeter car (?5* prenant ses valeurs sur le
A—SLH¢’F'

segment [0,¢ J avec b <TMpy» /u prendrait les siennes sur le segment
[2_/ + ao] » ce qui est impossible (O é/ug 1).

les relations (3) s'écrivent :

ce qui est impossible (T # O par hypoth&se). Ce cas est donc

» 81 _H = /£ : les relations (4) et (25) s'écrivent :
€= Ald—u)(1-sing¥] = A

€p = A/A(-’f—— an¢*)cosch—a[4+sfn¢*} sin?d = B
éz = A/A{4—SI.VI ¢’k) sinld — A [//-I'SinW)coszar:h;
= A4+ sing* A-sind?*)|sind cosd = Kor
Yo, A[ +sin@¥ 4 u(4-singg )} nd cos L
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ég'éz= )L4+57n¢*.74 {A_angb*) cos2d = B — ua
Or >\[/f+sfn¢*+/a{/!-$;n¢*)} = ZA—A = 2A{4+5:W¢*)+B+K»ﬂ

- - 2 « 2 . % 2 2 2 2
(63—62) +4)’az =[ZA{4+SIH¢ )+B+K,,J= (B-K,,) +H,r
Nous sommes conduits d la méme &quation différentielle (29) que précédemment.

En résumé, si nous trouvons la solution de 1'&quation (29), nous
connaitrons alors 1'expression de A en fonction de r. En reportant cette

derniére dans: %25= + Zmz =iﬁr
€y -Ex By ( £ suivant les différents cas )

nous connaitrons 1'expression de J en fonction de r.
Comme pour le matériau de TRESCA nous avons une &quation du second degré en %5
dont les racines sont réelles et inverses 1'une de 1'autre, d'oli deux solutions
$ et §".
En reportant cette valeur de J dans les relations (3), nous aurons les expressions
des contraintes en fonction de r.

Les conclusions sont les mémes que pour le matériau de TRESCA :
Les régimes de face n'autorisent que des cas particuliers. Seuls les régimes
d'aréte permettent une déformation homogéne dans un champ de sollicitationms

composées P,Q,T.

B - Matériau incompressible. Pa = Pb =P

L'analyse que nous avons faite pour le mat&riau de TRESCAreste valable
jusqu'd l'instant oli nous avons utilisé& le critére d'é@coulement. Il nous faut
reprendre l'étude avec le critére de COULOMB généralisé.

Nous nous limitons au cas oil Pa = Pb = P , car les expériences sont
habituellement conduites avec cette hypoth&se pour les sols.

Reprenons la solution S correspondant aux régimes d'aréte, puis les cas particuliers

1°) Solution S

Le crité@re d'écoulement pour le régime F est :

Ox= O3 O'A—O'q_—-(03:+6'z)s°|v14>—-2-€-¢05¢=0
soit . = ,{_sl.m¢ ) cos?
z 1 f+ sing 4+5ing

-~

Notons que le régime C s'obtient & partir du régime F en changeant les signesde



_6]._

sin CP et chCP.

Les relations (3) s'écrivent , compte tenu de L{J =0, o= 03 et du critére

d'écoulement :

0 = G
2 e 2 A~ sl 2 . 2
Op = 0, cos J+qS:n J=G‘4ﬁws;_2c£%cxz +°35m¢f (30)
Oy = cis?nch-t-o; cos? =6, A=Sind 4 _ Zc_‘-ELsinff-e-o;,coszJ
A+ sing A+sing
Ty, = (65 - 6,) sind cos & = ._Z.sfmfccs.sa'(o;1 singg . o Cosd )
= A+ sing A+ sing
avec Sl‘VIZJ—= M mSZA-:M sindcosd = 2
2YK 28 2 2, 21K
-DuéK—_‘_{é_ A=D+K2r
r
Posons Fo L‘"L
A+singp
Les relations (30) deviennent :
6 = 0,
Gg=0; — F VA -D (04 + c cofyg p)
7N
z=0 - F B2D (4 ccobyp)
VZ“ .
= - FAL (5, + ccobyp)
Bz A b
L'8quation de 1'équilibre nous permet d'écrire :
ar T VR (3 + < coly $)
Or nous devons avoir G.{a) = 6;.(’:) =P soif 6 = ck - P

soitV-E—-D=0 ouk2=0

Or= 0
% =% avec oy = P
9z = 0, — ZF (o;-+cco('3¢)
Ty = O
y P (4-si
Q:[@z 2Trdr = A-sing) - 2e cosd m(6%4%)
A+ singh

a
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Pour le régime C :

Q= Plutrsind)+2c cos P T (b2 a?)
4 —sun ¢
Comme nous 1'avons vu pour le matdriau de TRESCA , tous les régimes d'aréte
conduisent & la méme solution.

2°) Régimes de face : k, =k, =0

1 Lo}
1 ~

Les relations (31) , compte tenu du critére d'écoulement, s'écrivent :

Q-G = (o +03)sinP+2c cos P

o 0 = 63 (/’+5fn¢) + 2c cosep
A—singp
s'écrivent :
5-v-= O;,
_ 02+ O
Ob_ 2‘2 3
0y = 6'2-;0‘3

2

L'équation de 1'équilibre s'dcrit:

d o _ %240 _o
dyr r 2r

or G-r = cte = P

donce o
_#3_=P = Gz

%o, = x (Psing + ¢ cosgb}
Soit
Q= Pr(ta?) Tw £ (Psing + ccosg) 2 (b3
Les régimes EF, ‘7U = 0 3 AF et CD, ?J= TT/Z conduisent 3 la méme solution.

En résumé, nous avons deux types de solution possibles :

en régimes d'aréte : Q= P(4+ s’."¢) * 2c cos¢ Ir{bﬂ-az) T= 0
1% sing

en régimes de face : Q—.: PTI"( 'z_a2) T_—_ + (Psn'n ¢ <+ ccos ¢)¥ (63- 43)
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3") Surface d'interaction

Comme pour le matériau de TRESCA, nous me pouvons donner 1'&
de la surface d'i

équation
interaction totale car nous n'en connaissons que des droites
particuliéres. Ces droites, au nombre de quatre, sont concourantes au point:

= - ¢ r.ohjCP q= .-ccol'ggb Tr“:"-az) t-0
en notant : P: P c1= QAEZ b = T/Trl:s

L'expérience montre que cette surface doit 8tre un cone de section

elliptique. Si nous faisons cette hypoth&se, nous pourrons effectivement donner
1'8quation de ce céne.

Cas particulier dés milieux non cohérents :

8i c =

0 1la surface d'interaction est centrée 3 l'origine. Les
8€nératrices situées dans le plan t

= 0 ont pour &quations:
J+S;lﬂ b_o
9= 4=-sin Ze -
et .
. A=sind 2e t=0
9= P A <sind

Les génératrices situées dans le plan ¢

= 2€p ont pour équations:

7=2&P £

xp sfn¢ 2e

La section par un plan

cte

est une ellipse dont les axes ont pour valeur :
S| .
7 _él_lgél ef = f>255 sw:?)
cos’ep

Cette ellipse est centrée au point :

A+ Sin

q= 2gp ———2—?— t=0

ces

D'od 1'équation du cdne :
2

= Lg?p? 4sfn2f
Cos"c}S P cas4¢

Sur la figure suivante nous avons représenté l'allure de la surface d'i

interaction
ainsi présumée. Nous avons porté en traits pointillés les generatrices représen-
tant les solutions trouvdes précédemment.
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2¢& Stn¢

Adsing
A- 5:n¢ q

B

Comparaison avec les résultats pratiques

Des essais ont &té& effectu&s au laboratoire sur un sable dont 1'angle

de frottement interne est ¢ =35 °
Les dimensions du tube creux sont 2a = 7 cm 2b =10 em
Une pression isotrope P = 5 kg/cm2 est appliquée sur 1l'échantillon.

L'effort Q' mesuré sur le piston de compression axiale vaut :
Q, = QR - Prr(b,z——qz}
L'équation du cOne dans 1'espace P,Q,T est :
. 2 2
Q p A+ s ¢ 3T -4 Pz sin2¢

—_— - —_—L +
'ﬂ'(bz—az) Cos ¢ ﬂ'“:a..qa) cos ¢

Soit : 2 2
Q’_E‘ii"_ —ZPs'ngb) _+( 3T J = Apzs?nzﬁb

T [LZ_GZ) ™ (53_43)

La section par le plan P = 5 kg/cm2 a pour équation : ( compte tenu de
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cos¢= 0,819 et s.‘ngb = 0,574 )

Q' - 497 2--r ( T ) - 4

343

Les résultats exp&rimentaux ont &té les suivants :

A

ng -150 | -s50 | o 98 | 187 | 270 344 | 303 452 | 49
T

wem 10°2] O | 321 | 386 | 437 | 488 | 488 |488 | 449 | 336 | 175

Comparons ces r&sultats avec le calcul que nous avons fait précédemment, en tra-

gant sur le méme schéma les deux courbes correspondantes :

AT
kg m ot

courbe

: experimentale
— —
V/’ ~ ~
L~ ~
~ ~
Covr'nc

Yheorigue
\/
+\\

1%

®a=3,5cmb=25cm

Interaction sur un tube creux s Sable ¢ = 35
P=>5 kg/cm2

Nous constatons que la coTncidence des deux courbes est assez bonne.
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VL. CONCLUSION

Pour le matériau de TRESCA comme pour le matériau de COULOMB , nous
avons montré que les régimes de face ne peuvent prendre place que pour des cas
particuliers. Seuls les régimes d'ar@te permettent un jeu complet de sollicitations
mais , 13 encore , nous ne pouvons pas explorer tout le probléme puisque dans ce

cas une relation doit exister entre P et Q.

Pourtant, la th&orie des tubes minces et 1'expérience montrent que le
point représentatif de 1'état de sollicitation décrit une surface. Ceci signifie
que les sollicitations peuvent &tre quelconques ( tout en restant inférieures 3

une certaine limite pour les mat&riaux de TRESCA ).

Or , si nous revenons sur la discussion des différents régimes plastiques
possibles , nous constatons que les incompatibilités proviennent toujours du champ
cinématique. En effet, nous avons écrit d'ume part que la déformation &tait
homogene ( ce qui est 18gitime pour un tube suffisamment long )et nous avons &té
conduits & une premiére expression de ce champ cinématique. Puis nous avons employs
1'hypoth&se du potentiel plastique non standard associé au critdre d'&coulement,
ce qui nous a conduit 3 une autre expression du champ cinématique, d'odi les incom—

patibilités rencontrées.

Nous pouvons donc penser que l'hypoth&se du potentiel plastique associé

au critére d'écoulement est trop restrictive pour les matériaux de TRESCA et de

-

COULOMB généralisé.

Nous pouvions d'ailleurs nous attendre 3 des incompatibilités. En effet,
—
le potentiel plastique associé impose au vecteur € de rester normal 3 la surface

limite, ou & son intersection avec le plan déviatoire dans le cas du matériau de

COULOMB généralisé.

Or les 66 sont des fonctions de r , donc elles varient en grandeur et
en direction dans toute 1'8paisseur du tube. Les seuls régimes permettant cette
variation en direction sont les régimes d'aréte ( voir figure 1 ci-aprés ).

Dans les cas particuliers ol kl = k3=0 ou kl = k2 = 0, la direction



—
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du vecteur € estindépendante de r et reste donc constante dans toute 1l'@paisseur du
p

tube. D'ol une solution possible pour les régimes correspondant i ces cas parti-

culiers ( voir figure 2 ci-aprés )

L

ng. 4

q
[

—

a;
<>
£
o_l
o’ %
3
Matériau de TRESCA
Ly
>
£
I'4 !
\ b3 )

Matériau de COULOMB généralisé

ld-,: -2
13

I1 faudrait donc employer une autre loi d'écoulement. I1 semble, d'aprés

les résultats exp&rimentaux de HAYTHORNTHWAITE [8] » qu'une loi d'dcoulement

demandant la proportionnalité des déviateurs des tenseurs contrainte et vitesse de

déformation serait mieux adaptée ( voir figure 3 ci-aprés )

;|'3 ure

b/,
} id
12

65

3

Quand le point figuratif de 1'état de contrainte décrit une face de la surface

—

limite, la direction du vecteur € varie. Il semble que les régimes de face

pourraient alors conduire 3 une solution acceptable dans les cas de sollicitation

les plus arbitraires
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